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1 Convention de notation de ce document

My = (xo)’ M, = (xl), M, = (xz) etM= (x) désignent des points du plan R2.
Yo n Y2 y
On les note aussi parfois (xo, o), (x1, 1), (%2, y2) et (x,y).

U désigne un ouvert de R?.
Ce terme est défini dans ce document; en bref, chacun de ses points est le centre d'un disque inclus dans U.

[ désigne une fonction définie sur U et a valeurs dans R. C’est donc une fonction de deux variables :

f: U —- R
(xy) = f(xy)

En toute rigueur, la notation « f (x, y) » désigne le réel associé au point (x, y) par la fonction f. Cependant, on commet souvent
I'abus de langage consistant a écrire « f(x, y) » pour parler de la fonction f et non de I'image du point (x, y) par la fonction f.

2 Rudiment de topologie de R? - Limite finie et continuité d’'une fonction de deux va-
riables en un point de R?

Rudiments de topologie métrique de R?

Définition (distance euclidienne entre deux éléments de R? et boules ouvertes de R%)

¢ On appelle distance euclidienne entre M; et M> et on note d (M, M») ou d ((;1), (;2)) le nombre réel positif suivant :
1 2

d (My, M) = d((ﬁ)(}f)) = - 1%+ (12— 1)

e Soit 7> 0.

X . .
On appelle boule ouverte centrée en My = (yo) et de rayon r et on note B (My, r) 'ensemble des points de R? qui sont
0

a une distance de M, strictement inférieure a r, c’est-a-dire I’ensemble suivant :

B(Mp,1)={MeR* | d(My,M)<r}

Exemple (distance euclidienne entre deux éléments de R? et boules ouvertes de R?)

. d((_lz)(i)) =VB- D2+ @-(-2)2= V22162 = V4136 = VA0 = 2V/10

o d ((g), (431)) =vV(3-02+(4-0)2%=v32+42=1/9+16 = v/25 =5 = 4 donc le point (i) n’appartient pas 2 la boule ou-

0
verte de centre ( 0) et de rayon 4.

. d((;),(j))=\/(x—1)2+(y—2)2 doncB((;)B):{(;)eRz | (x—1)2+(y—2)2<3}

1) Onnote:
2 1 _
g: R \{(2 R
2(x-1)%(y-2)
(xy) x-1)2+(y-2)° +3
Soit & > 0.
y soit [*] e B{[1) €]\ 1(2
a) Soi y 9]2 sl [
i) Démontrer que :
v-2<%
2
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ii) Démontrer que :

iii) Démontrer que :

lg(x,y)-3|<&

Définition (voisinage d'un point de R2 et ouvert de R?)
Soit V un sous-ensemble de R2.

¢ Ondit que V est un voisinage de M lorsqu’il existe une boule ouverte centrée en M, et incluse dans V.
Autrement dit :

V estun voisinagede My <= 3r>0 | B(My,r)cV

¢ Ondit que V est un ouvert lorsque V est un voisinage de chacun de ses points.
Autrement dit :

V estun ouvert < VY M eV, V estunvoisinagede M <= VYV MeV,3r>0| B(M,r)cV

2) Onnote:
1 1
w=) 2=
: e 2 ES{RES
Ei=B ,2 E, = eR =2 E3s={MeR" | d(A;, M) <1 Ej=|-,— -2
! ((0)) 2{(3/) 'y x} 3= | Az, M) =1 S22tz
E5: E,E X 5,2 EGZR E7:R \E2 EgIR xR EQZR x R

a) Pour chacun des ensembles Ej. et pour chacun des points A; déterminer si Ej est un voisinage de A;.
b) Pour chacun des ensembles Ej, déterminer si Ej est un ouvert.

Définition (adhérence d’un sous-ensemble de R?)
Soit E un sous-ensemble de R2. .
On appelle adhérence de E, I'ensemble noté E suivant :

E={MeR* | Vr>0, B(M,r)nE#®}

Exemple-«suite de I'exercice » (adhérence d'un sous-ensemble de R?)
2) ¢) Déterminer chacun des ensembles Ey.

Limite finie et continuité d’une fonction de deux variables en un point de R?

Définition (limite finie d'une fonction de deux variables en un point de 'adhérence de son domaine de définition)

(Si cette définition est difficile 2 comprendre, s’aider de la définition alternative et plus intuitive suivante.)

Soient (xo,0) € U et 1eR.

On dit que f tend vers I quand M tend vers Mp etonnote « lim f(M)=1I»ou« lim f(x,y)=1»lorsque:
M=Mo (%)~ (x0,30)

VE>0,3r>0|VYMeBWMy,nnU, |f(M-1]<&

Pour toute distance & aussi petite soit-elle, il existe une distance r telle que pour tout point M situé a une distance
de M, strictement plus petite quer, le nombre f (M) est situé a une distance du nombre f (My) strictement plus
petite que &.

C’est dernieére assertion peut s’écrire aussi :

V&>0,3r>0] (siMeUetd (Mo, M) <ralors |f(M)-1|<8)
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Exemple-« suite de I'exercice » (limite finie d'une fonction de deux variables en un point de I'adhérence de son domaine
de définition)

3) Dans la question 1)a), on a en fait déterminé une telle limite.
Expliquer cela en complétant ce qui suit :

Pour toute distance & aussi petite soit-elle, il existe une distance r = ... telle que pour tout point (x, y) situé
a une distance de ... strictement plus petite que r, le nombre f (M) est situé a une distance du nombre f (M)
strictement plus petite que & .

Autrement dit :
V&>0,3r=..>0]|V MeB(...,r)n[Rzz\{(;)}, lf-..|<é&
Autrement dit :
i e0 =
4) Onnote:

a) Démontrer que :

v (x,y)ewz\{(g)}' h(x’y)f“d((g)’(;))

Indication : Ona 2|xy| < x? + y2 car x> + y2 = 2| xy| = 1x? + |y|* - 2| xy| = (1%l = |y|)* = 0
b) Soit& > 0.
Onnote r = %

ot ) 3]

Démontrer que :
|h(xy)| <&

¢) Qu’a-t-on démontré dans la question précédente en terme de limite?

5) a) Onnote: f(x,y)=((x+y) sin(#yz)
Déterminer si f admet une limite finie en (0;0).

«Définition intuitive » (limite finie d'une fonction de deux variables en un point)
Soit [ € R.

On dit que f tend vers [ quand M tend vers My etonnote« lim f(M)=I»ou« lim  f(x,y)=1I»lorsque
M= Mo ()= (%0,y0)

le nombre f (x, y) se rapproche du nombre I quand le point (x, y) se rapproche du point (xo, yo).

A\Lexpression «se rapprocher du point (xo, yo) » ici sous-entend « se rapprocher du point (xo, o) par n’importe quel che-
min » (voir exemple intuitif suivant).

« Exemple intuitif-suite de I'exercice » (limite finie d'une fonction de deux variables en un point)
2}

2_
5 b f(xy)=1m%

i) Calculer f (x,2x).
ii) En déduire vers quel nombre se rapproche le nombre f(x, y) quand le point (x, y) se rapproche du point (0,0)
le long de la droite d’équation y =2x?
iii) Calculer f (x,x).
iv) En déduire vers quel nombre se rapproche le nombre f (x, y) quand le point (x, y) se rapproche du point (0,0)
le long de la droite d’équation y = x?
v) Lafonction f admet-elle une limite finie quand (x, y) tend vers (0,0)?
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5 0 f(x,y)=M

x2+y?
Déterminer si f admet une limite finie en (0, 0).
Indication : Déterminer la limite de f (x, x) quand x tend vers 0.

Définition (continuité d'une fonction de deux variables en un point de son domaine de définition)
Soit (xo, o) € U.

On dit que f est continue au point (xo, o) lorsque :

lim  f(x,y)=f(x0 )
(x,¥)—(x0,30)

6) a) Onnote:
g: RZ — R

(%)) — (x+y)sin( 5] si (x,7) #(0,0
0 si (x,) =(0,0)

Démontrer que la fonction g est continue au point (0, 0).
b) Onnote:

Zip S(6Y)#0,0
si (x,5)=1(0,0)

5
=
!
—_—A—
)

i) Calculer f (z,1).
ii) Lafonction f est-elle continue en (0,0)?

3 Fonctions partielles et dérivées partielles d’'une fonctions de deux variables en un
point de R?

Définition (fonction partielle d'une fonction de deux variables)
On appelle fonction partielle de f une fonction (d'une seule variable) de I'une des deux formes suivantes :

feyo:x—f (%)  avec yp unréel « fixé» fay:y— f(x0,y) avec xounréel «fixé»

Afin d’éviter des confusions, on peut éviter d’employer par exemple comme ci-dessus la méme lettre « x » pour désigner deux
choses différentes en utilisant plutot les notations suivantes :

foyo:x— f(x,50)  avec yo unréel «fixé » froe :¥— f(x0,y)  avec xo un réel « fixé »

Exemple-exercice (fonction partielle d'une fonction de deux variables)

1) Onnote:

g: R™xR — R h: {(;)€R2|x>y} ~ R
— Yy
(=) eint (xy) — e'In(x-y)

a) Compléter :

l
2
l
2
l
B
l
2

8x2: 81y: hy3: h3 . :

!
!
!
<
!
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Définition (dérivée partielle d'une fonction de deux variables en un point)
Soit (xo, yo) € U.

e Silafonction fy,, : x— fy, (X) = f (x, y0) est dérivable en xo, alors on dit que la fonction f admet une dérivée partielle
en (xo, yo) par rapport a x et on note:

of . . o o @ = foy (o) f(xy0) - f (%0, y0)
3 20070 = (500 = £ G0 = Jim, =52 B = i,

« Silafonction fy,,: ¥y — fx, (¥) = f (%0, y) est dérivable en yj, alors on dit que la fonction f admet une dérivée partielle
en (xo, o) par rapporta y et on note :

g _ pl Y o fxoyy(J’)_fxo,y(J’O) _ 5
6)/ (XO,yO) = fxo,y (J’o) = fxo,. (.VO) = J/h—'nJ}O 70 = J’h—'nj}o Y=o

Exemple-exercice (dérivée partielle d'une fonction de deux variables en un point)
1) b) Compléter:
D Ea2=g. ()

.......

VyeR, g (y)=-

.08 _
Donc: % (L,2) = oo
i) £1,2)=¢g ()

V..€R g (¥)=--

0,
Donc: 0_5 (1,2) =...

4 Développement limité d’ordre 1 d’'une fonction de deux variables en un point et ap-
plications

4.1 Théoreme de Taylor-Young a l'ordre 1

Théoreme (Formule de Taylor-Young a I’ordre 1)
Si f est une fonction de deux variables, définie et de classe ¢! dans un voisinage de My, alors :

M) =f (M) +gradf (M) MoM + d (My, M) & (M)  avec Mhnl\l/[ EM)=0
— Mo

Autrement écrit :

) +d((x0,30),(x,y))&(x,y) avec lim &(x,y)=0

of
f(xy) = £ (x0, y0) + (gf Y=o (%)= (x0,30)

3y (X0, 0)

(xo,yo)) . (x—xO

Autrement écrit :

0 0
£(53)= £ (50,30) + =300 2 (30,30) + (7-30) L (30,30) + A (50, 0), (6. ))E (17)  avec  lim & (x,y) =0
0x dy (%)= (x0.y0)
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Exemple (Formule de Taylor-Young a I'ordre 1)
La fonction f (x, y) = y/x%2+3y? est définie et de classe € L au voisinage du point (-1,1). Donc, d’apres la formule de
Taylor-Young al'ordre 1, on a:
f of

f(x,y)=f(—1,1)+(x+1)6—(—1,1)+(y—1)—(—1,1)+d((—1,1),(x,y))é"(x,y) avec  lim &(x,y)=0
0x oy (x,9)~(x0,70)

On calcule f(-1,1), gradf (x,y) puis gradf(-1,1):

f=Ln=2
X

of X of 3y L —— /x2+3y2
L (x,y)=——— et —(x,y)=———— Autrement dit: grad f (x,y) =
ax( ) VX2 +3y? ay( /) VX2 +3y? gradf(xy) \/;2/73;/2
0 1 ] 3 _— =
% (-1,1)= -3 et % (-L,1) = Z Autrement dit: gradf (x,y) = ( % )

Donc:

f(x,y):z—l(x+1)+:j(y—l)+d((—1,1),(x,y))£’(x,y) avec lim &(x,y)=0
2 2 (%)= (x0.50)
4.2 Applications

4.2.1 Approximation affine et différentielle d'une fonction de deux variables en un point

Définitions et interprétation (approximation affine et différentielle d'une fonction de deux variables en un point)
En reprenant les notations du théoreme de Taylor-Young a ’ordre 1 :

o On appelle approximation affine de f en (xo, yo) I’approximation suivante :

of

0
f (x, J’) ~ f (xo» J/O) + (X — Xo) a—i (XO,J/O) + (J/ - J/o) E (xo, yo)

A savoir par cceur

¢ En notant (x —X0,Y — yo) = (h, k), la formule de Taylor-Young a I'ordre 1 s’écrit :

PARTIE AFFINE DU DEVELOPPEMENT LIMITE

=~

terme linéaire
terme constant

-~

‘ y of of
f(x0+h,y0+k)= f(XQ,y()) ar h.a(Xo,y0)+k.E(xO,yo) A

df(x0,y0)(h,k)
image de (h, k) par la différentielle de f en (xq, yg)

f(xo+h,yo+k)=f(x0,y0) +df (x0,y0) (h, k) +

« Lafonction (h, k) — f (xo + h, yo + k) est la somme

o de la fonction constante (4, k) — f (xo,yo),
« dela fonction linéaire d f' (xo, yo) : (h, k) — df (xo,y0) (h, k),

¢ et d'une fonction négligeable devant la fonction (k, k) — v h? + k?, 1a distance entre M, et
M.

. est devant I'approximation affine, c’est
« Lafonction linéaire df (xo, yo) est appelée la différentielle de f en (xo, yo) :

df(x'o,yo): Rz - R

QY|
SIS

(xo,J’O)) , (h

of =h-%(xo,}’0)+k.%(xo,m)
(xo J’o) k
oy ’
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Exemple (approximation affine et différentielle d'une fonction de deux variables en un point)
On reprend I'exemple précédent « (Formule de Taylor-Young a l'ordre 1) » f (x,y) = /X2 +3y?:

flap)=2-Lxt D2 (=) +d(LD. ())& (xy) avec Lm  &(xy)=0
2 2 (%,¥)=(x0,50)

o Lapproximation affine de f au point (—1,1) est:

f(xy) :2—%(x+1)+g(y—1)

En notant (x - X0, ¥ — yo) = (h, k), lafonction (h, k) — f (—=1+ h,1 + k) s’écrit comme la somme d’une fonction affine
(qui est elle-méme la somme de la fonction constante (4, k) — f (—1,1) et de la fonction linéaire d f (—1,1)) et d'une
fonction négligeable o :

1 8
f(—1+h,1+k)=2—5h+5k+

En notant (x — xo,y — yo) = (h, k), 'approximation affine de f au point (-1,1) s’écrit :

1 3
—1+hl+k)=2—-h+-k
fE1+h14+k) > +2

La différentielle de f au point (-1, 1) estla fonction linéaire d f (-1,1) : (h, k) — — % h+ gk

1) On souhaite faire I’approximation affine de la fonction f (x, y) = x—yz autour du point My = (xo, yo) = (1;1) afin d’en déduire une

0,997x0,997

valeur approchée du nombre f(0,997;1,002) = =55

a) Déterminer le déplacement (k, k) tel que :

(0,997;1,002) = (xo + h, yo + k)

b) Calculer V f (x,y), le gradient de f.

¢) Calculer V f (x0, ¥0), le gradient de f au point (xo, o).
d) En déduire I'approximation affine de f au point (xo, yo)-
/A\Dans certains examens, on écrit « interpolation linéaire » plutét que « approximation affine ».

e) En déduire une valeur approchée du nombre W
f) Calculer I'erreur relative d’interpolation de cette approximation du nombre 0'99170%
Rappel (erreur relative d'une approximation)
valeur approchée — valeur exacte

erreur relative d'une approximation =

valeur exacte

A savoir par cceur

2) Faire 'approximation affine de la fonction f (x,y) = x(1- y)* autour du point My = (xo, yo) = (2;3) afin d’en déduire une va-
leur approchée du nombre f(2,001;2,998) = 2,001 x (1 — 2,998)3 puis calculer 'erreur relative d’interpolation correspondante.

3) Faire 'approximation affine de la fonction f(x,y) = % autour du point My = (xo, yo) = (0;0) afin d’en déduire une
3%(=0,002)+1

valeur approchée du nombre f (-0,002;0,003) = 75500311 -—000z); Puis calculer I'erreur relative d’interpolation correspon-

dante.
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4.2.2 Détermination d’'une équation du plan tangent a la représentation graphique d’'une fonction de deux variables en un
point

Méthode (a partir de 'approximation affine d’'une fonction f de deux variables en un point (xo, yo ), déduire une équation

du plan tangent a la représentation graphique de cette fonction au point (xo, yo, f (%0, ¥0)))
Lorsqu’on a I'approximation affine d’une fonction f de deux variables en un point (xo, yo) :

F5.3)= £ (50.30)+ =300 3L (30, 30) + (v =30) - 0,0)

Alors on peut aisément écrire une équation du plan tangent a la représentation graphique de f au point (xo, yo, f (%0, y0)) :

0
z= f (XO, y()) + (x — Xxp) a—f (xO, _VO) + (y — yO) 6_ (JC(), yo) est une équation du plan tangent a la représentation graphique de f en (xo, yo, f (x0, ¥0))
X y

A savoir par cceur
1) Onreprend 'exemple précédent f (x,y) = /x2 + 3y2 pour lequel on a déja déterminé I'approximation affine au point (-1,1) :

1 3
floy)=2-5@x+D+2(y-1)

On note . la représentation graphique de f.
Compléter :

a) . estl’ensemble des points de R® de la forme (x, y,...).

d .=2- % (x+1+ % (y—1) est une équation du plan tangent a . au point ...

2) Onnote f (x,y) = 75 et (x0, o) = (1,2).

b) (x,y,z) €L < z=...
c) & estle sous-ensemble de R3 suivant :

a) Déterminer I'approximation affine de f au point (xo, yo).
b) En déduire une équation du plan tangent a la représentation graphique de f au point (xo, yo, f (X0, ¥0))-

5 Fonctions de classe ¢, théoréeme de Schwarz, fonctions de deux variables a valeurs
dans R? et opérations

Définition (continuité d’une fonction de deux variables, fonctions de classe €°)

« Ondit que f est continue sur U lorsque, pour tout point (xo, yo) € U, f est continue au point (xo, yo).
Autrement dit, f est continue sur U lorsque :

V(xo,y)eU, lim  f(xy)=f(x0,0)
(va’)—’(xoyJ’o)

e On dit aussi que f est de classe €° sur U lorsque f est continue sur U.

Définition (fonctions dérivées partielles d’ordre 1, fonctions de classe €

« Lorsque, pour tout M = (x,y) € U, f admet une dérivée partielle % (M) = % (x,y) au point M = (x, y), on définit alors
la fonction de deux variables suivante que I'on appelle fonction dérivée partielle de f sur U par rapporta x :

of .

ox * u - [Ef
M - (M)

On définit de la méme facon %, la fonction dérivée partielle de f sur U par rapporta y.

e On dit aussi que f est de classe €' sur U lorsque les fonctions dérivées partielles g—’; et g—’; sont définies sur U et

continues sur U.
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Définition (fonctions dérivées partielles d’ordre 2, fonctions de classe €2)

« Ondit que f est de classe 62 sur U lorsque f est de classe €' sur U et que ses fonctions dérivées partielles sont elles
aussi de classe € sur U.

 Les fonctions dérivées partielles des fonctions dérivées partielles de f sont appelées les fonctions dérivées partielles
d’ordre 2 sont notées comme suit :

of
>f = ° (E) = la fonction dérivée partielle par rapport a x de la fonction of
ax2 ox P parTapp 0x
of
o' 6(ﬁ) la fonction dérivé tiell ta y de la foncti of
— = = la fonction dérivée partielle par rapport a y de la fonction —
0yox oy = . S V 0x
of
o'f = ° (E) = la fonction dérivée partielle par rapport a x de la fonction %
0x0y 0x oy
of
2r %) S : _of
3= = la fonction dérivée partielle par rapport a y de la fonction —
oy dy dy

« Autrement dit, on dit que f est de classe €2 sur U lorsque les fonctions dérivées partielles gz—x_’;, %, aaj_afy et gz?f sont

définies sur U et continues sur U.

Théoréeme de Schwarz A savoir par ceeur
Si f est de classe %2 sur U, alors

0’ f 5 ?f
0xdy 0ydx

Propriété (régularité des fonctions rationnelles)
Les fonctions rationnelles & deux variables sont de classe €2 sur leur domaine de définition.

Exemples (régularité des fonctions rationnelles)

o Lafonction g suivante est de classe €2 sur son ensemble de définition car c’est une fonction rationnelle :

g: {(;)e[ﬁ?zlx;éZyetx?’;éxyz} - R

X . 7xy%-3x3y-9
y (x—2y)(x3-2xy2) (1+22)?)

« Lafonction g suivante est de classe €2 sur R? car c’est une fonction polynomiale :
g: R — R

X
— 7xy5-3x3y-9
(y) yomery

Définition (fonctions de deux variables a valeurs dans R? de classe €¥)
Soient k € {0,1,2}, V un ouvert de R? et g une fonction définie sur V et a valeurs dans R2.
On peut alors noter g; (x, y) et g2 (x, y) ses fonctions composantes :

g V — R?

() - 26

y & (%)

On dit que g est de classe €* sur V lorsque les fonctions composantes g1 et g sont toutes les deux de classe €k surVv.

Propriété (fonctions de classe €k et opérations)

Soit k € {0,1, 2}.

Une somme, une différence, un produit, un quotient ou une composée de deux fonctions de classe €* (définies sur un ouvert
de R ou de R? et a valeurs dans R ou R?) est de classe € sur son ensemble de définition.

10/25



EXERCICES AVEC COURS INTEGRE SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Exemples (fonctions de classe € k et opérations)
Soit k € {0,1,2}.
On note :

: R*xR — . R*xR — R? h: R — R
g

b) et ) = Lenten) b ~

* Les fonctions composantes de g sont g1 (x, ) = £ et g2 (x, y) = cos (xy).

=< =
o

o Lafonction £ est de classe € car c’est une fonction polynomiale.

« Lafonction g, est de classe €* car c’est la composée des fonctions cos et i qui sont toutes les deux de classe €* :
g2 =cosoh C'est-a-dire : g» (x, y) = cos(h(x,y))

« Lafonction g; est de classe €* car c’est une fonction rationnelle.
« Lafonction g est de classe €* car ses fonctions composantes g; et g, sont toutes les deux de classes €~.

« Lafonction f est de classe €* car c’est la composée des fonctions & et g qui sont toutes les deux de classe €* :
f=hog C'est-a-dire: f (x,y) = h(g(x,y))
o En particulier, la fonction f est continue sur R* x R (f est de classe €° sur R* x R).

1) Onnote:
g: RZ2 — R
(xy) — (x+y)sin(zz) i (x,7) # 0,0
0 si (x,y) =(0,0)

a) On a déja démontré dans 4) de la section 2 que g est continue en 0. On 'admet donc dans cette question sans démons-
tration.
Démontrer que g est continue sur R? (On rappelle encore que « continue sur R? » veut dire la méme chose que «de classe
€0 sur R? »).

0 . . , -
b) Démontrer que g est de classe €2 sur R? \ {( 0)} et calculer ses dérivées partielles d’ordre 2 en utilisant notamment le

théoreme de Schwarz pour faire moins de calcul.

6 Développement limité d’ordre 2 d’'une fonction de deux variables en un point et ap-
plication

6.1 Théoreme de Taylor-Young al'ordre 2 et notations de Monge

Notation (Notations de Monge)
Lorsque f est de classe €2 au voisinage de (xo, yo),

« on note les composantes de la dite matrice jacobienne de f en (xo, yo) comme suit :

of
(p q) (ax (x0, ¥0) %(xo,yo)) Autrement dit : {8 g} (x0, yo)

=9y (XO,J’O)

A savoir par coeur

~

matrice jacobienne de f en (xo, yo)

« eton note les composantes de la dite matrice hessienne de f en (xo, yo) comme suit en n’utilisant seulement trois lettres
2 2
car aay ({ = (x0,y0) = ;x 6f 7 (x0, yo) via le théoréme de Schwarz :

I S| (Z(wy) 2 Gon) oo o
X0, —— (xo, )
(s t) ( g 10 J/O) 66’2‘33’( ° J/o) Autrement dit:[{ 8= aaxafy (x0, y0)
(x0,30) 3z (%0, 30 2
s 030 o)) t- 22 o)
matrice hessienne de f en (xo, yo) A savoir par coour
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EXERCICES AVEC COURS INTEGRE SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Remarque (un produit de deux matrice et remarquables)

(r a) (Z)zphwk

Théoréme (Formule de Taylor-Young a I’ordre 2)
Si f est une fonction de deux variables, définie et de classe %2 dans un voisinage de My, alors :

f(xo+hyo+k)=f(x0,00) + (p q)-(Z):p}qu +

~
voir notation de Monge et remarque précédente

+ avec llm & (h k) =
k)—(0,0)
Autrement écrit :
partie constante partie linéaire
— | ———
fo+hy+k)= f(xm) + p.h+gk +
+ avec lim &(h,k)=0
(h,k)—(0,0)
A savoir par coeur

Exemple (approximation polynomiale de degré 2 d'une fonction de deux variables en un point)
On reprend I'exemple f (x, y) =+/x%+3y2.

On a déja calculé f(-1,1), Vf(x, ) puis Vf —1,1) pour obtenir de développement limité a I'ordre 1 de f en (-1,1)

X
x2+3y2 1 3
3y f(x,y):Z—E(x+l)+§[y—1]+d((—1,1),(x,y))é”(x,y) avec lim &(x,y)=

\/Tisﬁ (x,y)—(x0,¥0)

On calcule maintenant les fonctions dérivées partielles d’ordre 2 de f puis les nombres r, set ¢ :
Ar, s et t dépendent du point d’étude (xg, yp); dans cet exemple c’est (xg, yo) = (=1;1).

Vi(oy)=

/%2 2 _
627f_ 6(%) _6(\/x2+3y2) e \/x2+3y xz-v-.’iyz—x2 _ 3y%

0x2 ~  Ox ox x2 +3y2 %

3
(x2+3y2)2  (x2+3)2)

o —X—
0 f _ 6(%) _ (\/X2+3}/2) _ —3xy

dydx ~  dy dy

3
(x2+3y2)2

) [ +2 2
azf_a(%)_ (\/ +3y) N v Vx 2+3y _3(%+3y%) -9 34

2 2 3 3
oy ay ay x% +3y2 (x2+3)2)2 (x2+3y2)2
02 3x12 3
r:a—];(—l;lﬁiX 3-8
* (-D2+3x12)2
& —3x(~1)x1
s %(—w:%:%
v (12 +3x12)2
02 3x (=12 3
= a—j;(—l;l)z %:g
Y (-D2+3x12)2

On obtient ainsi le développement limité d’ordre 2 de f au point (-1;1) :

partie linéaire

partie constante —_—
~ -1 3
f(-1+h1+k= 2 4 - +§.k +

~ _
-

approximation de f au voisinage de (—1;1) avec une interpolation polynomiale de degré 2

+ avec lim & (h k)=
(h,k)—(0,0)
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EXERCICES AVEC COURS INTEGRE SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

1) Onnote: g(x,y)=—cos(x)cos(y)

a) Déterminer le développement limité al’'ordre 2 de g au point (%, %)

b) Déterminer le développement limité a 'ordre 2 de g au point (0;0).

6.2 Application a 'optimisation : Recherche d’extrema d’'une fonction de deux variables

Motivation
Par exemple, si x et y sont des parametres que 1'on peut choisir et que f (x, y) estle bénéfice d’'une entreprise, il est intéressant

ded

éterminer les valeurs de x et de y pour lesquelles ce bénéfice est maximal.

On cherche donc a déterminer en quels points (x, y) la fonction f atteint son maximum ou son minimum et quelle est la
valeur de ce maximum ou de ce minimum.

Définition (maximum local, maximum global, minimum local et minimum global d'une fonction de deux variables)

Soit

(X(),yo) eU.

« On dit que f (xo, ¥o) est un maximum local de f ou on dit que f atteint un maximum local en f (xo, yo) lorsque :

Il existe un voisinage V de (xo, yo) tel que: V (x,y) € V, f(x,¥) < f (x0,0)

« On dit que f atteint son maximum en (Xo, o) ou on dit que f (x, o) est le maximum global de f lorsque :

V (x,y)eU, f(x.y) =< f(x0, 10)
On dit que f (xo, o) est un minimum local de f ou on dit que f atteint un minimum local en f (xo, yo) lorsque :
1l existe un voisinage V de (xo, yo) telque: V (x,y) € V, f(x,¥) = f (x0,0)
On dit que f atteint son minimum en (Xo, yo) ou on dit que f (xo, yo) est le minimum global de f lorsque :

Y (x,y)eU, f(xy)= f(x0 1)

o Un extremum est un maximum ou un minimum. Au pluriel, ses mots deviennent « extrema », « maxima» et « minima».

Exemple-exercice (maximum local, maximum global, minimum local et minimum global d'une fonction de deux variables)

1)

On note : >

f: R — R

~(e-02+(-3)%) ., —(x-32+(y-1)%)

(x,y) — e +2e
Compléter les phrases suivantes en utilisant les ex-
pressions « un», «le», « minimum », « maximum », «lo-
cal », «global », «(1,3) » et « (3,1) » et en s’aidant de la

représentation graphique de f ci-contre :

e f atteintson............... €N .ccoveuennene

e f(1,3) = 1+2e8est ... de f mais ce n'est
 oX: I de f.

e f(3,1)= e 84+2estaussi............ de f.

e f(3,1 =e®+2estméme............... de f.

¢ fn'admetpasde................

o fatteint............... en (1,3).

Remarques (signe de f (x,y) — f (%o, o))
Soit (xo, yo) € U et supposons f de classe € sur U.

f (%0, ¥0) est un maximum local si f (x, y) — f (xo, o) < 0 au voisinage de (xo, yo)-

Et 'approximation affine de f se réécrit f (x,y) - f (%0, y0) = p (x — x0) + g (¥ — y0)-

Il découle que si p #0 ou g # 0, alors f (x, y) — f (%o, o) change de signe et alors f (xo, o) n’est pas un maximum local.
Un raisonnement similaire en remplacant « < » par « = » montre que si p # 0 ou g # 0, alors f (xo, o) ne peut pas étre
un minimum local non plus.

En définitive, pour que f admette en (xo, yo) un extremumn, il faut que p = % (x0,y0) =0 et que g = % (x0,¥0) = 0.

Lorsque ses conditions sont vérifiées (p = g = 0), on dit que (xo, yo) est un point critique de f.
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EXERCICES AVEC COURS INTEGRE SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Définition (point critique d'une fontion de deux variables) A savoir par cceur
Soit (xo, yo) € U et supposons f de classe €.
On dit que (xo, o) est un point critique de f lorsque :

Propriété (condition nécessaire pour qu'une fonction de deux variables et de classe € atteigne un extremum en un point)
A savoir par coeur

Soit (xo, o) € U et supposons f de classe € sur U.

Si f atteint un extremum en (xo, yo), alors (xo, o) est un point critique de f.

La condition nécessaire dans la propriété précédente n’est pas une condition suffisante.
Autrement dit, (xo, yo) peut étre un point critique de f sans que f atteigne un extremum en (xo, o).

Remarque (écriture intéressante de I'approximation polynomiale de degré 2 d’'une fonction de deux variables et de classe
%2 au voisinnage d’un point critique)

Soit (xo, o) € U. Supposons que f est de classe €2 sur U et que (xo, o) est un point critique de f.

En notant (h, k) = (x - xo, ¥ — yo), 'approximation polynomiale de degré 2 s’écrit alors :

partie constante partie linéaire
—— ——
flxy) = flon) = ph+gk +
~ 0.h+o.k + (car (xo, yo) est un point critique de f)
r (n)2 h ot
= k2 |5 (E) ts. Tt P (en factorisant par k2)
t
= k2 . P (%) (avec P la fonction polynomiale d'une seule variable P (u) = %uz +su+ 5)
Donc:
h
signede f(x,y) - f (x0,%0) = signedeP (E)

Ainsi, quand on connait r, s et ¢, on peut déterminer avec les deux points suivants si f (xo, yo) est un maximum local, si
£ (x0,¥0) est un minimum local ou si f n’atteint pas d’extremum local en f (xo, yo) :

signe du coefficient dominantde P = signeder
signe du discriminantde P = signede s> —rt

Théoréme (condition suffisante pour qu'une fonction de deux variables et de classe 62 admette un extremum en un point
ou pour qu’elle n’en admette pas)
A savoir par coceur
Soit (xo, o) € U. Supposons f est de classe €2 sur U et que (xo, o) est un point critique de f.
On utilise les notations de Monge r, s et ¢ relativement a f et au point (xo, yo).

e Sis?>—rt>0,alors f n’admet pas d’extremum local en (xo, o).
On dit alors que (xo, Jo) est un point col ou un point selle de f.

o Sis>—rr<0etsir>0,alors f(xo, o) est un minimum local de f.

 Sis>—rr<0etsir<0,alors f(xo, ) est un maximum local de f.

2) Déterminer dans chacun des cas suivant les extrema locaux de f et leur nature (maximum ou minimum) :
a) f(xy)=exp(-32°+x-?)
b) f(x,y)=x*+y*+xy—3x-6y
o f(xy)=G-1(y-2)(x+y-6)
d) f(xy)=x*+2x+y*+3y
3) Onnote f(x,y,z) l'aire de la surface d’une boite parallélépipedique de volume 1 d m? et de dimension x, y et z. Démontrer
que cette aire est localement minimale pour la boite cubique.
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7 Dérivées partielles d'une composée, changement de variable et application a la réso-

lution d’équations aux dérivées partielles

7.1 Regle dela chaine et changement de variables
A savoir par ceeur

Régle dela chaine
e Soient f: U — R une fonction de deux variables de classe € Lsur Uet Y:it— (x 0,y (t)) une courbe paramétrée de classe

¢! sur un intervalle I et 4 valeurs dans U. Alors :
! =1 / _ 6f ! af
Viel, (foy) 0=Vf(x®,y®)y @) =x (t)-a(x(t),y(t))+y (t)-@(x(t).y(t))

« Soient f: U — R une fonction de deux variables de classe 6" sur U et (x,y) : (u, v) — (x (&, v),y (4, v)) une fonction de

deux variables, de classe € sur un ouvert V de R? et 4 valeurs dans U. Alors :

(f (xwv),y W) = E wv)- % (x(w,v),y(w,v)+ S—Z (u,v)- % (x(w,v),y W)
of

= (x(w,v),yw,v)

d
Ba
L (fxw),ywn))=2w)-L(xwv),ywv)+ 2 wv)- i

Regle de la chaine avec davantage d’abus de langage
On comprend mieux la terminologie « Régle de la chaine » avec davantage d’abus de langage qui sont d’ailleurs couramment

utilisés quand on a bien compris le sens de ces formules :

df _dx of , dv of
dt — dt 0x ' dt 0y
of _ox 9f oy of
ou~ Ou Ox ' Ou OJy
of _ox Oof , 0y Of

ov ~ ov ﬁ_‘_%'@y

Remarque-définition-exemple (une fonction de deux variables et a valeurs dans R? est un changement de variables)

¢ Quand on considére rigoureusement une fonction de deux variables et 4 valeurs dans R?

A Ici, on n’a pas de notation pour cette fonc-

(xy): R — R? : ,
u x(u, v) tion a valeurs dans R“; on n'a seulement noté ses

vl T y (u,v) fonctions composantes x et y; « x» et « y » dési-

gnent donc ici des fonctions et non des nombres.

on peut la penser heuristiquement comme un changement de variables
{ x=x(u,v)
y=y,v)

e C’est pourquoi une fonction de deux variables et a valeurs dans R? s’appelle parfois un changement de variables.

e Par exemple, quand on considére la fonction de deux variables et a valeurs dans R? suivante :

(x,y): R*> — R?

il s’agit du changement de variables suivant :
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Exemple (Regle de la chaine sans abus de langage)
Soit f : R? — R une fonction de deux variables, a valeurs dans R et de classe €' sur R?.
o (Composition a droite avec une fonction d’'une seule variable)
On note :

y=(xy): R — R?
r - y(t):(

Ici, on a noté «x» et « y» les

242t fonctions composantes de la courbe

= ( 2 ) paramétrée y; x et y sont ici des fonc-
tions d’une seule variable.

x(t))
(1)

Via la regle de la chaine, on obtient :

4 (flr)) = 4 (f(x@),y(®))

dt dt
= L (f+an)
dt
d@2+21) of . d(t?) of 9
== Pt (242t
dt 0x ( ) dt 0y ( )
of 2 of 2
=2-—2+2¢t,¢°)+2t-— (2+2¢1, ¢
Fera)s2e L 2a2e )
o (Composition a droite avec une fonction de deux variables)
On note :
g=(xy): R* — R? A Ici, on a noté « x» et « y» les
u x(u, v) uv fonctions composantes du change-
(u) — gwv)= (y(u, y)) = (uz " ,,2) ment de variables g; x et y sont ici des

fonctions de deux variables.

Viala regle de la chaine, on obtient :

- (80 )) = o (F (60000, 4)

ou
0 2, 2
=£(f[uv,u +v7))
_ o) of 2, oy, 0(W2+0?) of 2, 2
= ax(uv,u +v7)+ o ay(uv,u +v7)

= v-g(uv,u2+v2)+2u-%(uv,u2+v2)

0 0
5, (g v)) = == (F(x @),y @ v))

0
= %(f(uv, u? + 7))

_a(uv) a_f
T v Ox

a(u*+v?) o
(uv,u2+v2)+%~£(uv.u2+v2)

of
. 2 2 . 2, 2
=u ax(uv,u +v7)+2v ay(uv,u +v7)
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Exemple (Regle de la chaine avec les abus de langage courants pour une composition avec une fonction d'une seule variable)
Soit f (x, y) une fonction de deux variables, a valeurs dans R et de classe €.
On suppose que x et y sont les coordonnées d'un point matériel a un instant ¢ :

xX=2+2t
y=t

Via la regle de la chaine, on obtient :

df _dx of dy of
dt dt 0x dt 0y

_d@+2n of d(r*) of

dt  ox dt 0y
of of

=2.—4+2f. —
0x oy

A Ne jamais oublier le sens derriere ces abus de langage qui permettent une telle simplification des écritures.
Par exemple, avec f(x,y) =x*+5y,ona:

x=2+2t
y="r
f=x*+5y

d 0 0
d—f:z-%nt-%
:2'6(x2+5y) +2t‘6(x2+5y)
0x oy
=2-2x+2t-5
=4x+10¢t
=2-2x+2t-5
=4(2+21)+10¢
=8+18¢
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Exemple (Regle de la chaine avec les abus de langage courants pour une composition avec une fonction de deux variables)
Soit f (x, y) une fonction de deux variables, a valeurs dans R et de classe €.
On note le changement de variables suivant :

X=uv
y=u?+0v?
Via la regle de la chaine, on obtient :

of ox 6f+6y of
du ou Ox ou Oy
_0(uv) g+6(u2+y2) of

ou Ox ou oy
0

= v-—f+2u-g
0x oy

of _ox of oy of

ov Odv 0x OJv dy
_a(uv)'a_jc+6(u2+v2)‘0_f
ov Ox ov o0y

A Ne jamais oublier le sens derriere ces abus de langage qui permettent une telle simplification des écritures.
Par exemple, avec f(x,y) =x*+5y,ona:

X=uv
y=u*+v?
f=x*+5y
of _,.0f 5,98
ou 0x o0y
a(x*+5y) a(x*+5y)
=D- ax . ay
=v-2x+2u-5

=v-2uv+2u-5

=2uv?+10u
of of of
L —y- L yo2p. L
ov “ 6x+ v o0y
d(x*+5 d(x*+5
_,. 0 +5y) o 9(x* +5y)
0x oy
=u-2x+2v-5

=u-2uv+2v-5

=2u’v+10v

1) Soit f: R? — R une fonction de deux variables, 4 valeurs dans R et de classe ¢! telle que :

af (x,y)  2x af (x,y)  -x
ox y-1 oy (y—1)2
On note :
gu,v)=fQRu—-v,u—2v) h(O)=f(t+1,1)

a) Calculer /' (£).
b) Calculer les dérivées partielles g—i et g—f de g.
2) Soit g: R? — R une fonction de deux variables, & valeurs dans R et de classe €.
Onnote: f (x,y) = g(x* - y%,2xy)

Exprimer les dérivées partielles % et % de f en fonction des dérivées partielles % et % de g.
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7.2 Application a la résolution d’équations aux dérivées partielles

7.2.1 Seramener a une équation plus simple avec un changement de variable et la régle de la chaine

Méthode (faire un changement de variable et utiliser la régle de la chaine pour résoudre une équation aux dérivées partielles)
Pour résoudre une équation aux dérivées partielles d’'inconnue f (x, y), on peut parfois utiliser un changement de variables

{ x=x(u,v)
y=yw,v)
Pour ce faire :
« Onnote: A Derriere cet abus de langage « se cache » le vrai sens de cette
écriture « f (x,y) = g (u(x,y),v(x,y)) »; «<u» et « v » désignent ici des
flxy)=gwv) fonctions de deux variables notées ici « x » et « y ».

Les roles des notations « (x, y) » et « (i, v) » sont donc inversés par
rapport a la section précédente.

. On exprlme comme dans I'exercice précédent les dérivées partielles 5 9 et af de f en fonction des dérivées partielles
et = £ deg.
Sil’équation est d’ordre 2, on calcule aussi oafca et Gl les dérivées partielles de f d’ordre 2, en appliquant
1 ox2’ dxdy ° 5y’ p » en appliq
la regle de la chaine aux fonctions af et 3 f

e DansI'équation, on remplace les derlvees partielles de f avec les expressions calculées en fonctions des dérivées par-
tielles de g afin d’obtenir une équation plus simple que I'on sait résoudre.

Exemple (faire un changement de variable et utiliser la regle de la chaine pour résoudre une équation aux dérivées partielles)
On veut résoudre I'équation aux dérivées partielles d’'inconnue f (x, y)

of (x,y) of(xy)
0x oy

u+v
{ ¥= 2
Yy==

=1

via le changement de variable

Pour ce faire :

e On note:

fxy)=gwv

Il faut donc d’abord inverser ce changement de variable :

_ u+v o
{ =B <=>{ u=x=y
y:T vV=Xx+Yy

Autrement dit :
f(xy)=g(x-yx+y)
» Vialaregle de la chaine, on exprime g’; et ¥ 3y [ de f en fonction de et

Of ou 6g+6v 6g - 0g ; 0g 6f ou 6g ov 6g 6g

ox 0x ou ox ov  du’ ow dy 8y ou ay ow (_)_ v

e Léquation est donc équivalente a la suivante :

(52

ou O0v ou O0v
og(u,v) 1
ou 2
g, v) = g +C(v) (avec C une fonction de classe €' d’une seule variable)
flxy)= % +C(x+y) (avec C une fonction de classe €' d’une seule variable)
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1) Al’aide du changement de variables u = x, v = 3x + y, résoudre 'équation aux dérivées partielles suivante :

of (x,y) ,0f(xy) _
0x oy

2) ATlaide du changement de variables u = x + ¥, v = x + 2y, résoudre 'équation aux dérivées partielles suivante :

,0f _of _

Ox dy

3) Alaide du changement de variables polaire, résoudre I'équation aux dérivées partielles suivante sur R? \ {(0;0)} :

O _ of

oy Yox T

4) Onnote: Q=RxR*™*
Déterminer toutes les fonctions f : Q — R de classe €' telles que :

) )
V(% y)eQ x5 (xy)-yE (xy) =
Indication : Utiliser le changement de variables (x, y) : (1, v) — (ue”,e™")

Remarque (utiliser la regle de la chaine avec une dérivée partielle d’ordre 2)

Si f(x,y) etles changements de variables inverses I'un de l'autre (u(x,y), v(x,y)) et (v(u, v), y (&, v)) sont de classe €2, en
notant f (x,y) = g (u(x,y), v(x,y)), on peut exprimer les dérivées partielles d’ordre 2 de f en fonctions des dérivées partielles

d’ordres 1 et2 de g.

Par exemple :
2y (%)
ox2  ox
ofte- %4 %)
= e (A on choisit un abus de langage o1 on ne remplace pas f par g)
_ 0 (0u of Odv Of
_a(ﬂ'au E 6_1/)
_ 0 (0u of ov of
5o 5u)* 35 o 30)
0 (G_u) 0f 6u 6( )+ (@) 6f+6v 0 (af)
" ox \ox 6x ox 0x dx ox\ov
_62u Of ou 0%v af ov 0 (df
_W‘au ox ( ) ox2 ov &a(au)
_0%u 9f ou [du (a_f) (au) v of v |ou 6(35) ov a(g—f;)
_W‘Gu ox |ox ou 6x ov +@ £+0x 0x ou ax ov
(Puof o (ou Br v FP) Py of v (0u B ov &)
92 9u_ 0x \0x 0w ox 0udv) 0x2 6v  ox \ox Oudv ' 9x 0V
(U o (O B, 0 v BY Py of 0u Bf(00) F
0x?2 ou \ox) ou? 0x 0x Oudv 0x? 61/ ox oudv  \ox) ov?

’u 6g+(6u)2 ’g ou ov 0°g +62v 6g+6u ’g (61/) ’g
0x2 ou \ox) ou? 0x O0x Oudv 0x%2 Ov O0x Oudv \0x) Oav?

Si, de plus, le changement de variable est affine, on a 5 4= = Y =0etdonc:

azf_(au)z_azg ou ov d°g ou d’g +(au)2_az_g

ox2  \ox W+ '&'&'auafax oudv  \ox) ov?

5) ATl'aide du changement de variables u = x + y, v = x — y, résoudre |'équation aux dérivées partielles suivante :

Pf f 1

ox2 0y \/xZ—)2
6) ATl'aide du changement de variables x = u, y = uv, résoudre I'équation aux dérivées partielles suivante sur R** x R :

20°f ,  Of | 20

—0
YO Y TR )

X
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7.2.2 Application alarésolution de 'équation des cordes vibrantes

Une corde s’étend le long de 'axe des abscisses quand elle est au repos. On note f (x, t) 'ordonnée du point de cette corde a
I'instant ¢. Ainsi, si la corde restait au repos, elle resterait le long de 1'axe des abscisses et alors on aurait f (x, #) = 0. On décide de
la déformer en tirant dans la direction de I’axe des ordonnées et de la lacher. Cette corde se met alors a vibrer et, en notant c la
vitesse de propagation de 'onde le long de la corde, le cours de physique permet de montrer que f est une solution de I'équation
des cordes vibrantes suivante :

O *f 1 Pf
0x2 2 a2

Equation des cordes vibrantes

1) On cherche un changement de variables linéaire

u=ax+bt
v=dx+et

qui permet de résoudre comme dans la section précédente cette équation.
On note :

fx,D=gux1n,v(x1)

Afin de faciliter |'écriture des applications successives de la régle de la chaine (pour calculer des dérivées partielles d’ordre 2),
on fait ’abus de notation suivant :

(u(x,0),v(x,1)=(u,v)

Commentaire : On écrit donc « f (x, y) = g (4, v) »; on utilise la méme notation pour les variables de g et les fonctions com-
posantes du changement de variables.
Par exemple, « ﬁ (x, 1) » désigne en fait « == (u(x, 1),v(x,1)» et c'est ainsi que la regle de la chaine peut
s’écrire comme suit :

of _ou of v of

0x O0x Ou O0x Ov
a) Démontrer que :

0 0 0

_f =a- _f + d . _f
0x ou ov

Commentaire : Sans abus de notation, cette relation s’écrit :

Y wn=a B e y) vlon) +d-2E w(xy), v(x.y)

b) Démontrer que :

’f_ , 0% o’g o 0°g
228 oad -5 cq2.28
0x2 a ou? Tea 0u61}+ ov?

Commentaire : Sans abus de notation, cette relation s’écrit :

L ()= T8 () o) 2025 )0 )+ - 28 () ()

c) Démontrer que :

*f 0’g 0’g 0*g
=b? —= +2be- 2._°
Era 02 7" uov T a2

d) En déduire des valeurs de a, b, d et e pour lesquelles on se rameéne a I’équation suivante :

62g B
dudv

e) Achever la résolution de I'’équation des cordes vibrantes.
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8 Généralisation aux fonctions de plus de deux variables et application a la résolution
de I'’équation des ondes

8.1 Généralisation aux fonctions de plus de deux variables

Les notions qui ont été définies dans les sections précédentes pour les fonctions de deux variables et 4 valeurs dans R ou dans R?
(2 une ou deux fonctions composantes) se généralisent de facon similaire pour les fonctions a un nombre quelconque de variables

et a un nombre quelconque de fonctions composantes.
En voici un apercu tres rapide (On retrouve évidemment les notions précédentes quand on remplace n par 2.) :

deux points de R”

a) X1
ap X2
A= M =
an-1 Xn-1
an Xn

vecteur translatant A sur M

X1—ay
AM =

Xnp—0an

distance euclidienne entre A et M ou norme du vecteur AM

a X1 -
a b =‘/Z(x,'—a,-)2:HH’/IH
i=1

an Xn

boule ouverte

ay X1 a) X1
Bl| : |.r|= CleR* 1 dl| ] s <

an Xn an Xn

définition d’'un ouvert de R"

UouvertdeR"” <= VMeU,3r>0| B(M,r)cU

limite finie d'une fonction de n variables en un point de R”

f(x1,"',x;1)

1
(xX1,+,xp)—(ay,+,an)

Les notions précédentes permettent de définir de la méme facon que pour les fonctions de deux variables la notion suivante :
« continuité d'une fonction de n variables en un point de R” et sur son domaine de définition

fonction partielle d’'une fonction de 7 variables en un point de R” par rapport a sa j*™¢ variable

fal,"',ﬂj_l, ®,aj4+1,,0n X~ f(alr ey adj-1, x; Aji1y°" ,an)

dérivée partielle d’une fonction de n variables en un point de R” par rapport 4 sa j*™ variable

af f f(aly'”raj—lrxraj-%—lr'”yan)_f(al)'”)aj—l!ajyaj+ly”'ran)

0
— (A =-—"(ay,,a,) = f. , . a;) = lim
o, W= 5 (@) = oy 1,0 a1, (4) = 1M Py

gradient d'une fonction de n variables en un point

O ()

oxy

—

VA=

of
o (A)
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formule de Taylor a I'ordre 1

f(M):f(A)+?f(A)-A_1\71+‘ AM||-6 () avec lim &) =0

approximation affine en un point

FM) = f(A)+V f(A)-AM

fonction dérivée partielle d’ordre 1 d’une fonction de 7 variables par rapport a sa j*™® variable
of .
0_xj . U - [R
M — ﬂ (M)
0x j

fonction dérivée partielle d’ordre 2 d'une fonction de n variables en un point
*f

axiax]'

Les notions précédentes permettent de définir de la méme facon que pour les fonctions de deux variables les notions suivantes :

« les classes de fonctions €°, €' et €2 sur U.

théoreme de Schwarz

0’f  0%f

Si f est de classe €2 sur U, alors W = m

fonction g & n variables et a valeur dans R” - fonctions composantes gi,...,gp

g: u — R’
X1 81 (X1, .00 Xp)
Xn gp (xly-"rxn)

régularité des fractions rationnelles a n variables

«Les fractions rationnelles 4 n variables sont de classe €2. »

stabilité de la classe €* par opération

«Soit k€ {0,1,2}.

Une somme, une différence, un produit, un quotient ou une composée de deux
fonctions de classe €* (2 un nombre quelconque de variables et 2 un nombre quel-
conque de fonctions composantes) est de classe €* sur son ensemble de défini-
tion. »

matrice jacobienne au point A d’une fonction a n variables, 4 valeur dans R et de classe €'

JHWw=(Ew - Lw)

matrice hessienne au point A d’une fonction a n variables, a valeur dans R et de classe €

2f P f f
ﬂ (A) 0x10x2 (A) - 0x10x,, (4)
2f P f f
Hw=| =W W wmam
o*f ' 62f‘ . *f '
0x,0x1 (A 0x,0x2 GO m (4)
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formule de Taylor-Young a I'ordre 2

FOM) = f(A)+T(f)(A)-AM + +

régle de la chaine

Sip(ur, . ttp) = (X1 (t1, s Up), eor Xn (U1, ..., tp)) fonction €, a p variables notées
u, ..., up et a n fonctions composantes notées x, ..., x, et si f(xi,...,x,) fonction
%', a n variables notées aussi xi, ..., Xp et a valeurs dans R, alors :

of

o 0(fed) _ ¢ Ox
VJE[[IJP]]) a ] (ulr )up _ga_ uy,.. )up)'a_xi((;b(ul)"-rup))

Les notations xi, ..., x,, désignent a la fois les variables de f et les fonctions com-
p g
posantes de ¢.

régle de la chaine avec abus de notation

Avec le changement de variables

x1 = x1 (Un, .. tp)

Xn=Xn (ul, ey up)
et en notant
fx1,exn) =f(u1,...,up)

alorson a

of & ox of
viell o6 oL
e P ~F P o

fonctions dérivées partielles d’ordre 1 et 2 d'une fonction a n variables et p composantes

Sip (X1, Xp) = (1 (X1, 00y Xn) o0 P (X1, ..., X)) fONCLiON %2 a n variables et p composantes, on définit

64)1 (all )aﬂ)
(?_)(fj (aly-'-’an) = :
0¢P (aly »an)
v (i,j) € 1m0, g1

6x 6x (alr ;an)

62
W@‘pxj (aly [XXS) an) =
¢,
Bzﬁﬂg(alnu)an)

un exemple d’équation aux dérivées partielles dont'inconnue E est une fonction a 4 variables et 3 fonctions composantes («un champ de vecteurs dépendant du temps »)
0=
0°E

2 a2

—

AE (x,y,2,t) == (x,3,2,1)

deux écritures moins compactes de I’équation aux dérivées partielles précédente

*E *E *E 1 0°F
ox2 (x32,1) + 3y% (x.y21)+ 022 (%52, )—g'ﬁ(x’%z»t)

O%Ey &’E E

Q—Ez(x,y,z,t)+ 27 = (x,y,2 1) + S o7 = (%, 5,2,1) . gtz :(x,5,2,1)

OE, o°E, &E,

= (0 3,20)+ 5+ 57 Y(xyzt)+ =% e Y (x,y,2,1) == T ! (x,9,2 1)
2

aofgz (x,y,2,1) + f (x,y,2,1)+ 06};; (x,y,2,1) aatb;z (x,y,21)
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8.2 Application a la résolution de 'équation des ondes

L'équation aux dérivées partielles considérée a la fin de la section précédente est appelée I'équation de propagation des ondes :

Equation des ondes
L'équation des cordes vibrantes résolue précédemment en est la version champ scalaire a une seule variable spatiale. La constante
c représente encore la vitesse de propagation de 'onde.

1) Résoudre I'équation des ondes en utilisant le changement de variables sphérique et la résolution de I'’équation des cordes
vibrantes.
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