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1 Résolution de I'équation des cordes vibrantes (section 7.2.2 du cours)

1.1 Enoncé

Une corde s’étend le long de 'axe des abscisses quand elle est au repos. On note f (x, t) 'ordonnée du point de cette corde a
I'instant ¢. Ainsi, si la corde restait au repos, elle resterait le long de 1'axe des abscisses et alors on aurait f (x, #) = 0. On décide de
la déformer en tirant dans la direction de ’axe des ordonnées et de la lacher. Cette corde se met alors a vibrer et, en notant c la
vitesse de propagation de 'onde le long de la corde, le cours de physique permet de montrer que f est une solution de I'équation
des cordes vibrantes suivante :

o°f 1 0°f
0x2 2 O0t?

Equation des cordes vibrantes

=0

1) On cherche un changement de variables linéaire

u=ax+bt
v=dx+et

qui permet de résoudre comme dans la section précédente cette équation.
On note :

fx,=guxn,vx1)

Afin de faciliter |'écriture des applications successives de la regle de la chaine (pour calculer des dérivées partielles d’ordre 2),
on fait I'abus de notation suivant :

(u(x,0),v(x,1)=(u,v)

Commentaire : On écrit donc « f (x, y) = g (u,v) »; on utilise la méme notation pour les variables de g et les fonctions com-
posantes du changement de variables.
Par exemple, « % (x, 1) » désigne en fait « g—i (u(x, ), v(x,1)» et c'est ainsi que la regle de la chaine peut
s’écrire comme suit :
0 f ou 0 f ov 0 f
ox  0x 6u 0x ov
a) Démontrer que :

of _of of
Ox_a 6u+d ov

Commentaire : Sans abus de notation, cette relation s’écrit :

of g o8
o oY) =a = (u(xny),vloy)+d-=-(ulxy) v(xy)
b) Démontrer que :
’f_ , og &g 2 0°8
o = a2 T2 g 302

Commentaire : Sans abus de notation, cette relation s’écrit :

pe pE pE pe
T () =a T8 (), vl ) +20d 2K (u(x ), v ) + a2 28 (u( ) v(x.1)
¢) Démontrer que:
*f ., dg o’y  , dg
a2 gt S, T 5

d) En déduire des valeurs de a, b, d et e pour lesquelles on se rameéne a I’équation suivante :

g
dudv

e) Achever la résolution de I'’équation des cordes vibrantes.
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1.2 Correction

1) a) Avecles abus de notation :
0 f ou 0f dv af . . .
3%~ 3x 3utox 30 (vialaregle de la chaine)
_ O(ax+bi) g N 0(dx+et) g
T ox ou ox ov
of of
—a- >~ +d-
a ou * v
Sans les abus de notation au début du calcul :
0f _0(go9) _ o .
= ( X, 1) = (x,1) (avec ¢ (x, 1) = (u(x,t),v(x,1),ie ¢ = (u,v) (u et v sont les fonctions composantes
0x .
du changement de Varlables b))
du ov . N u
=— ( X, t) —= (u (x,0),v(x,01) + — ( X, t) = (u (x,0),v(x,1) (via la regle de la chaine)
0 0g
= a-—(u(x, 0,v(x, t))+d-— (u(x,0,v(x0)
ou ov
0 0
= a'(ﬁ 0(/5) (x,t)+d- 6—§O¢) (x, 1)
0 0
U (= ( (—g ¢|+d- (—go¢))(x, )
0x ov
0 0
=a- 6_f (x,)+d- a—f (x,8) (via I’abus de notation ag (u(x,t),v(x )= au (x, 1)
u (voir le commentaire écrit avant cette question))
_ f of )
of _ .. % Lg.%
0x ou ov
b) Avecles abus de notation :
& _ (a of , f)
0x2  ox

() ()

of
a“ av ay i (%) (via la regle de la chaine)
ou 6x ou 6x ov &
d a
(a—f (ai) . 2E)
ou ov ov
( _f *f ) +d (a o°f d 62—f) (par définition des dérivées partielles d’ordre 2)
a2 % oou dudv ¢ av? P P
, 0°f 0% f 2 0°f
= —+ad-
u2+a (6v6u 61401/) ov?
02 0% f . 0
= a? # +ad- (6u0v 6u0v) Ov]; (via le théoréme de Shwarz)
0% f 0% f 2 O°f
2
= — +ad-
a 6u2+a (Ovau au()v) o
o°f >f
2 2
= —=+2ad- das-
oz T g 61/2
=a’- o +2ad- 78 . 02_g (voir ce méme calcul sans abus de langage pour comprendre cette
ou? oudv ov?

Sans abus de notation au début du calcul :

of
2L - 250

_ a(a‘(g—io¢)+d-(%

- 0x

X, 1)

°4)

(x, 1)

derniere étape)

(via la relation encadrée dans le calcul de la question précédente
commencant sans abus de notation)
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0 4]
_a.@(x[)_kd.a(a_ﬁo )(x t)
a ox ' ox '
g 0
ou (5) ov, () . . o
—a- (a (x, 1) 0 (px, 1)+ I (x, 1) o (p(x,0) (via la formule des chaines pour 32 o ¢
0 0
+d- %(x t).a(ﬁ)( (x t))+a—v(x t)-a(ﬁ)( (x, 1) et pour 35 o ¢)
ox ou ¢lx ox ov ¢Lx pour 5, °¢

o(% —g _g a(28
=a-(a- (a:)(gb(x,t))+ (x,t)) ( (¢(x,t))+d-%(¢(x,r)))

~a-[a: T8 (puen)ra- 5 (g, )|+ ( 5 (i) rd- 28 (i, 1))
=a* a—‘i(wx ) (¢>( D) +d* g—g(wx n)

= (a2 . % +2ad- ::(;gy +d2‘227‘§) (p(x, 1)

:(az-%+2ado::§v+d2 gzg)(u(x,t) v(x,1)

¢) Les deux questions précédentes en faisant jouer le role de x, a et d respectivement a ¢, b et e donne :
rg , dg

azf 2 azg
I 2. 28 ope. °s
T2 02 7" quov T a2

d) En remplacgant les dérivées partielles de f par les expressions calculées précédemment en fonction des dérivées par-
tielles de f, on obtient :

o°f 1 &f 2 0%8 0’ . o 0%8)_1 (, 0% g 2 %8 _
_Z. =0 O ioad —S 1 2.0 - B2 28 s ope. —S ’s
0x2 2 or = (a 6u2+ a 6u6v+ 61/2) c? ( 6u2+ ¢ 6u6v+ o2
b*\ o°g 2be\ 0%g e?\ g
2 2
-2 )28 4 |2aa- 2-2 .28 =
- (a 02) ou? ( a 62) 0u6v+( cz) ov?

2
On cherche donc a, b, d et e tels que a = J_rl;” et d = +¢ pour qu'il ne reste que le terme en %.

On choisit par exemple :

a=d=1

b=c

e=-c
On utilise donc le changement de variables suivant :

u=x+ct

v=x-ct

- . u=x+ct
Remarque : On ne peut pas choisir a = d =1 et b = e = ¢ car le changement de variables correspondant { D= x4 ct
n'est pas inversible.
u=x+ct

Avec le changement de variable { pex—cr 'O obtient :

*f 1 &f , b?\ d’g 2be\ d%g , e\ od’g
- === =0 - = |- == +|2ad- =" a2-2 .28 ¢
0x2 2 o2 = (a cz) 0 2+( a c? ) 6u6v+( cz) ov?

d’g 2xcx(-c)\ 0%g g
028 +(2x1x1- : +0-28 =9
= ou? (X ) c? )Guav ov?
g
oudv
’g
6u5v20
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e) On integre par rapport a u puis par rapporta v:

o*f

ox2

1 6°f

2 a2

. 0 .
< Pour chaque réel v, la fonction u — a—g (u, v) est une fonction constante.
v

<= Pour chaque réel v, il existe un nombre que 'on peut noter C (v)
(puisqu’il ne dépend que de v) telque: Vu e R, g—ﬁ (u,v)=C(v)

0
— 6_g (u,v) =C(v) (avec C une fonction d’une seule variable et de classe €*)
v

<= Pour chaque réel u, la fonction v — g (u, v) est une fonction constante.

<= Pour chaque réel u, il existe un nombre que 'on peut noter D (u)
(puisqu’il ne dépend que de u) tel que Vv e R, g(u,v) = F(v) + D (1)
ol F est une primitive de la fonction C.

— gu,v)=C () +Cy(v) (avec C et C; deux fonctions d'une seule variable et de classe €2
= guxn,vx))=C (ulx1)+C(v(x,t) (avecC et C, declasse €2

= f(x,)=Ci(x+ct)+Ca(x—ct) (avec C; et C, de classe €?)

En définitive, les solutions de I’équation des cordes vibrantes sont les fonctions de la forme suivante :

f,)=Ci(x+ct)+Co(x—ci) avec C; et C, deux fonctions d'une seule variable et de classe ¢?
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