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CORRECTION DES EXERCICES SUR LES INTEGRALES MULTIPLES QUI ONT POSE PROBLEME

1 Volume d’'une demi-boule avec un changement de variable de dimension 1 (section
1.1.3 question 9 du cours)

1.1 Enoncé

Retrouver le volume d’une demi-boule de rayon R en choisissant :

D:{(;)eRZ | -R<x<R,-VR’-x?<y< \/RZ—xZ}

Volume sous une demi-sphére de rayon 3

f: D —- R

X
— JRE-2_ 2
(y) Y

Indication : Utiliser le changement de variable :

y

VRZ — x?

Commentaire : On verra plus tard comment calculer ce volume plus ra-
pidement en utilisant une version du théoréme de chan-
gement de variable pour les intégrales doubles et no-
tament le passage en coordonnées polaires.

cos(0) =

1.2 Correction

2
‘/ _x2-y2d f R2 - x2) Y ))
= G A m\/ N-\Te=

~VR?-x? R2 - x2
\/— VRZ-x2 y y
—|d On va faire le changement de variable cos () = ——
f\/RZ (\/RZ—xZ) ¥ ( & ©) R2—x2)
_ Yy
cos(0)= VR
B=70 =3 (VRE=x2cos )
%: VR? — x25sin (0)
0
= \/Rz—xzf V1-cos? (0)(—\/R2—xzsin(9)d9) via { |4Y=—VR*—x?sin(0)d0
n

Quand y = -V R2 - x2, cos () = —
Quand y = VR? - x2,cos(0) =1
Quand @ =m, y=-VRZ—x?

Quand 6 =0, y = VR% — x2

‘ «Suivant 6 », on integre de & jusqu’a 0.

= (Rz_x2)/0” V1= cos? (0)sin (0) dO

= (R?*- x2)f0” Isin (0)|sin (@) dO  (car cos® +sin® =1)

= (R? _xz)foﬂ sin(@)sin(@)d®  (car VO € [0; 7], sin (0) = 0)
= qu_xZ)fO”sin2 ©)do

—

Y/
R? - x?) f %(l—cos(ze))de (car cos (26) = 1 - 2sin® (9))
0

(R*-x%) f 1-cos(20) do
0

(R~ )

N = N =

1 /e
Q—Esin(Ze)]o
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CORRECTION DES EXERCICES SUR LES INTEGRALES MULTIPLES QUI ONT POSE PROBLEME

=2 (B )

Volume d’'une demi-boule de rayon R = f f \/ R2—x? - y?dxdy
D

fj{ (;)eRZ | —R<X<R, —\/Rz—xzsyS\/RZ—xz}

R VRZ2—x2
:f f R2—x%2-y2dy|dx
_r\J-vEz=e

R%2—x%2—y2dxdy
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CORRECTION DES EXERCICES SUR LES INTEGRALES MULTIPLES QUI ONT POSE PROBLEME

2 Aire d’une ellipse avec un changement de variable de dimension 1 (section 1.2.2 ques-
tion 1 du cours)

2.1 Enoncé

Al’aide du changement de variable g = cos (), démontrer que I'aire

del'ellipse D = {(x,y) eR? | (%)% + (%)2 < 1} estwab.

Commentaire : On verra plus tard comment calculer cette
aire en utilisant une version du théoréme
de changement de variable pour les inté-
grales doubles.

Le volume de la région de I'espace délimitée par les surfaces
d’équations z=0,x=a,x=b, y=g1(x), y=g2(x), z=1est
égal al'aire de sa base D.

2.2 Correction

D:{(x,y)E[RZI(§)2+(%)251}: (;)e[ﬂg2|—asxsa,—b 1—(2)25ysb 1—(2)2
&1(x) g2(x)

aire de l'ellipse D = ff ldxdy
D

- 2 |y
(o1 -asasa-y1- (2) <rs1- (2)

N

g;fx} 82(x)
a g2(x)
L[ o
—a\Jg1(x)
af p/1-GF
= 1dy |dx
[a j;h\/l—(Z)z Y

<

| R
IN)
=
T
Qlx
Y
INH
=

S
|
I
—
|
—
=
—
no

S)

Il
| 2
Q

N

S

p—

|
—_——
Q&
~—
N

Q

=

a 2
= 2bf 1- (f) dx
—a a
a x\2 x
=2b f 1- (5) dx  (Onva faire le changement de variable cos (0) = E)
—a
cos(0) = d
a
Ix = x'(0) = L (acos (0))
% =—asin(0)

0 — ;
= be V1—-cos?(0) (—asin(@) d)  via < dx = —asin(6)do
. Quand x = —a, cos(0) = -1
Quand x=a, cos(0) =1
Quandf=m,x=-a
Quandf=0,x=a
«Suivant 6 », on intégre de 7 jusqu’a 0.
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CORRECTION DES EXERCICES SUR LES INTEGRALES MULTIPLES QUI ONT POSE PROBLEME

n
= Zabf Isin(0)|sin (@) d6  (car cos® +sin® =1)
0
/1
= Zabf sin(@)sin(@)dl  (car VO € [0; 7], sin(6) =0)
0
/1
= Zabf sin®(0)d0  (car VO € [0;7], sin (0) = 0)
0
71
= Zabf 2 (1—cos(20))df  (car cos(260) = 1 —2sin® (§))
0
/1
= ub[ 1-cos(20)do
0

4

1
=ab |0 - Esin(ZG)

0
=mab
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3 Changements de variables affines dans une intégrale double pour se ramener a une
intégrale sur le disque de rayon 1 centré en I'origine (section 1.4.1 du cours)

3.1 Enoncé

1) Alaide d’un changement de variables affine, calculer :

-4
Il (53] @
{(x,y)eR? | 0=sx<1, 0sy<l-x} \ X+ ¥
2) Onnote:
2 122 f: D - R
D:{(XYY)ERZ | (%M) +(yTXI) Sl} (;) (x—y+1) (x+y+2)e(x-J'+1)2 D(O;l):{[x’y)ewz | x2+y251}
a) Comme il est difficile d’écrire D sous la forme {(x,y) €R? | a<x<b, g (x) <y < g (x)}, il est difficile de calculer direc-

tement [[, f(x,y)dxdy.

En revanche, comme on a rappellons le encore D (0;1) = {(;) ER? | —1<x<1,-VI-x2<y<v1-x? }, on peut calcu-

Oyx oyx
IR -5y

ler par intégrations successives [, f(x,y)dxdy= [} fV\}L £ (¥ (x,))-| valeur absolue de a?fy( ) a‘,’yyy( ) dy|dx=.. .
ox (%) dy (x,y)

Ce déterminant est appelé le jacobien
de V.
Il est donc naturel de chercher a appliquer le théoréme de changement de variables avec un changement de variables

¥ :D(0;1) — D. On cherche alors un tel changement de variables dans les trois questions suivantes :

X+y+2
===
-x-1
v =

2

i) Onnote:

Dém()ntrel' que .

ii7) Démontrer que :

{x_?)u gvs
_ 3u+2v-1
Y=

iii) En déduire un changement de variables affine ¥ adéquat.

b) Appliquer le théoreme de changement de variables et la propriété de linéarité del'intégrale double donnée en indication

ci-dessous pour démontrer que
ff f(x,J’)dxdyz—lS// uve dudv
D D(0;1)

¢) Démontrer que :
|| ry)axay=o
D

3) Retrouver l'aire de 'ellipse D de demi-axes a et b suivante en I'exprimant en fonction de I'aire d'un disque de rayon 1 via un
changement de variables affine :

3.2 Correction

1) Comme il serait plus aisé d’intégrer (u, v) — (%)4, on est naturellement amené a penser au changement de variables :

u=x-y
v=x+y
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Ona:

?

Déterminons la nouvelle région d’intégration (« ¢ ») :

0=sx=<l1 - 0
Osy=<l-x 0

2 <1 (Cette inégalité est vraie si celles des autres lignes sont vérifiées)
usv
v=1

—-u<v
usv
v<sl1

|

max(u,—u)<v

v=<s1

lul<v
=

v=s1

-l<u<l
—

lul=sv<l

On applique donc le théoreme de changement de variables avec le changement de variables suivant :

A D

V. {w)eR | —1sus<l, lulsvs1} — {(x,y)eR?|0<x=1,0<ysl—x}

On calcule JacVY, le Jacobien de V¥ :

JacV¥ (u,v) (On anoté ¥, et ¥, les fonctions composantes de V')

1l
D,
<
<

Nl 2o
ghlici

|

ofF

<

=

o

~—

|

o3

<

==

On applique le théoréme de changement de variable :

xX—-y 4 u\4
ff (—) dxdysz (;) [Jac¥ (u,v)|dudv /A\Ne pas oublier la valeur absolue!
D A
1 1

xX+y
1
=—f u4(f v_4dv)du
2J4 ul
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CORRECTION DES EXERCICES SUR LES INTEGRALES MULTIPLES QUI ONT POSE PROBLEME

1 1
= _ng (u* - ul)du (car u— u* - |ul est paire et [-1;1] admet 0 comme centre de symétrie)
0

1 1 1
=——(f u4du—f udu)
3 \Jo 0

1 uS1 u21
=_§(?0_?0)
_1(1 1)

3\5 2
= 1(2 5)
~ 30
~ 10

2) a) i)

(Z)ED(O;D — ¥+14<1

2 132
‘:)(x+y+2) +(y X 1) <1
3 2

ii)

3u=x+y+2
2v=y-x-1

3u—-2v=2x+3
3u+2v=2y+1
3u—-2v-3=2x
3u+2v-1=2y
3u—2v—3:x
3u+§v—1:y
iii) Onnote:

¥Y: D0;1) — D

3u-2v-3
(w,v) — (3u+%v—1)
2
b) Calculons le jacobien du changement de variables ¥ :
0y« Oy
(u,v) (u,v)
Jac(¥)(w,v)=| F 5,
WV 57 W)

0 (3u—2u—3 0 (3u—2u—3

- [a] 3u+%u—1 6@" 3u+%v—1 ’
u( 2 ) E( 2 )

-1
!

Il
NIGAV|W Q)

3 1 3 -1
=—=X1—=X (-
2 2

=3
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On applique le théoréme de changement de variables pour les intégrales doubles :
ff f (x, y) dxdy = ff f¥ (u,v) [ Jac(¥) (u,v)ldudv /A\Ne pas oublier la valeur absolue!
D D(0;1)

= ff (—2v-1+1)@Bu-2+2) e(_zy_””2 13ldudv /A\Ne pas oublier la valeur absolue!
D(0;1)

:3ff —6uve*” dudv
D©;1)

:—18ff uve*” dudv
D©;1)

c)

ff f(xy)dxdy= —18[[ uve® dudv
D D(O;1)
1 Vi-u? )
= —18[ f uve'” dv|du
-1\J-vi-u?

1y V1-u? ,
=—18f — svetV dv|du
-1 8 \J-vi—z

Ly 412 V1-u?
= —18[ — [e v du
-1 8 —V1-u?

1
u
:—18f —x0du
18

=0

3)

4 Changements de variables polaire dans une intégrale double pour se ramener a une
intégrale sur le disque de rayon 1 centré en (1;0) (section 1.4.2 question 1)b) du cours)

4.1 Enoncé

Via un changement de variables polaire, calculer :

ff \/ X%+ y?dxdy avec D ={(x,y) eR? | x¥*+y*-2x <0}
D

Indication : Remarquer que D est un disque.

4.2 Correction

On commence par remarquer que D est un disque.
En effet :

¥4y -2x<0 = (x—1)2—1+(y—0)250

= x-12+(y-0)0°<1

— \/(x—1)2+(y—0)251

. . X . 1
<= distance entre le point (y) etle point ( 0) =1

1
D est donc le disque de centre ( 0) etde rayon 1.

Comme il serait plus aisé d’intégrer (r,0) — r (Se rappeler que (r cos () + (rsin (9))? = r? (cos2 (0) +sin? @) = r?), on est natu-
rellement amené a penser au changement de variables polaire :

x=rcos(0)
y=rsin(0)

Linéquation du disque x* + y? — 2x < 0 (privé en fait de (0;0) puisque ce point ne s’écrit pas en coordonnées polaires) s’écrit en
coordonnées polaires :
r?2—2rcos(@) <0
9/20
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Comme D (privé en fait de (0;0) puisque ce point ne s’écrit pas en coordonnées polaires) est strictement inclus dans le demi-
plan strict d’inéquation x > 0 donc tous ses points ont pour argument 6 une valeur appartenant a |- 5% [. Et réciproquement, pour
chaque valeur de 6, € ]—% 5 [, la demi-droite d’équation polaire 6 = 6, rencontre le bord du disque D en exactement deux points

dont'un est (0;0) et dont les coordonnées polaires de I’autre sont (2 cos (0y);09) :

s Intersections entre le bord de D et la demi-droite 8 =8y

1’ — Cercle de centre (1, 0) et rayon 1
L
/ ——- Demi-droite d'équation polaire 8= 6p
1.0+
0.5
> 0.0
0.5 4
1.0
—=1.5 -

En effet, pour r #0,0na:

r?—2rcos(@) <0 < r? <2rcos(9)

< r<2cos(9

Ainsi, dans le changement de variable polaire pour intégrer sur D, la nouvelle région d’intégration A est la région de type II
suivante :

A:{(r)ele | _z <0<z,0<r52cos(9)}
0 2 2

On applique alors finalement le théoreme de changement de variables avec le changement de variables suivant :

V. A — D
A rcos (0)
0 rsin(0)
On obtient :
ff \/x2+y2dxdy:ffr|]‘}’(r,9)|drd6
D A

:ff r.rdrd6

A

:ff r’drdg
A

3 2cos(0)
:f (f rzdr) ao
- 0
f [ 3 2cos(0)
= 3],

3
:f 8.c0§ (Q)de

DN ol

dao

NIN ol

(SE]

= g/i cos® ) do
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Avant de continuer ce calcul, on linéarise cos® (6) :

( 30 , 139+3(e te ie))
(2cos(30) +6cos (0))

3
=—cos(30) + 1 cos(0)

On revient au calcul de I'intégrale double :

ff \/x2+y?dxdy = §f2 cos® (6) d6
D 3J)-
_8
-5/
_2
-3/

g [ sin (30) ]
3
%

LS IENTISY

1 3
1 cos (30) + 1 cos(0)do

[NEY N\a

cos(30)do +2f _cos ©)do
2

N\b{

+2[sin (0)] %

e
2

ol

3 [sin (30)]?, +2[sin (9)]%

n
2

(SE]

=§(—1—1)+2(1—(—1))
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5 Volume d’une boule de rayon R sans utiliser ni la technique utilisée dans la question
9) de la section 1.1.3 ni le théoréme de changement de variables pour les intégrales
triples (section 2.3.1 question 1 du cours)

5.1 Enoncé

Calculer le volume de la boule B de rayon R centrée en 'origine (sans utiliser ni la technique utilisée dans la question 9) de la
section 1.1.3 ni le théoreme de changement de variables pour les intégrales triples que I’on verra bient6t) :

={(x,3,2) eR® | xX* +y*+2z* < R?}

5.2 Correction

R VRZ-x2 \/R2—x%—
fff ldxdydz:f f ( ldz) dy)d
B -R R2_y2_
R VRZ-x2 \/RZ x2—y2
:f f dy dx
-R —\/ﬂ 7,/R2 x2—

R VRZ—x2
=f f - 2 R%2—x%2-y2dy|dx
VR

—2[[\/R2—x2 y2dxdy

R ( VRZ-xZ
:f (_m
=2ffl)mdxdy otlDz{(x,y)eleI—RSxSR,—\/WSyS\/W}

{(x,y) eR? | ¥*+y* <R?}

2 Rz—xz—yzdy)dx

= 2[[ VR2-r2rdrdf (viale passage en coordonnées polaires (r,0) — (r cos (0), rsin (6)))

[0;R]x[0;27]

R 2n
=2f ( \/Rz—rzrde)dr

o \Jo
R

:471[ VR2—r2rdr

0
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6 Centre d’inertie d’'un huitieme de boule de rayon R de masse homogene (section 2.3.3.2
question 1 du cours)

6.1 Enoncé

On rappelle que si f (x,,z) est la densité volumique de masse au point (x,y, z) et que si M est la masse totale de l'objet qui
Xm
s’étend sur la région D, alors en notant X;,, = | ¥, | le centre d’inertie de I'objet qui s’étend sur la région D, on a:

Zm

Xm X
— ]\_14(JZ/Z) :ffo(x,y,z).(JZ/)dxdydz

Autrement dit :
Y= 3y [ f (5,7,2).xdxdydz
ym= 3 Mlpf(xy2).ydxdydz
zm =23 [l p f (%, 3,2) zdxdydz
On note :
3R
3
D={(x,y,2)€R? | 0SX<R,0<y<R,0<z=<R, x**+y*+z2<R?} o (%)
3R
8

On suppose que la masse volumique de I'objet qui s’étend sur la région D est constante.
Démontrer que le centre d’inertie de ce huitieme de boule D est X,,,.

6.2 Correction

On note p la densité massique du huitieme de boule. C’est une fonction constante par hypothése. « On fait 'abus de langage
d’écrire p ala place de (x,y,2) — p».

On calcule d’abord la masse totale M de ce huitieme de boule :

= [[[ pasara:
o [ daara:

Volume d'une boule de rayon R
8

4_np3
37TR

=p
B pmR3
6

Par symétrie des roles de x, y, z, les coordonnées de X;,, sont égales.
Déterminons yas :

1
M= A—/[fpo.ydxdydz
:ﬁfff ydxdydz
M
o ] o

RZ_x /R2_x2 yZ
”Rsf f f ydzdydx (carD= {(x y,2)eR® | 0<x<R 0<y<VR:—x%0<z<\/R*-x2— yz})

RZ_x R2 xZ y2
nR3f f f ldzdydx
R2—x
nR3ff Zdydx
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-3 R R2 ) ) % VRZ—de
—mfo 5( -x" =y . X
—2 R 3 VRZ—x?2
=ﬁf (R? - x* - y%)? dx
0 0
-2 [R( 3 3
:ﬁ (05—(R2—x2)2)dx
0
2 (R 3
:ﬁ (Rz—xz)zdx
0
3
2 (R, x\2\2
—m o R (1_(5)) dx
2 (R x\2)\2 X
=— f (1—(—) ) dx (On va faire le changement de variable cos (0) = —)
7 Jo R R
X
0)=—
cos(0) R
dx _ I _d
75 =X (0) = 45 (Rcos (0))
2% = —Rsin (0)

|dx=—Rsin (6) df
Quand x =0, cos(0) =0
Quand x=R,cos(0) =1
Quand6=7%,x=0
Quandf=0,x=R

(1-cos® (6))% (—Rsin(0)d0)  via <

.
n )y

7
«Suivant 6 », on intégre de 5 jusqu’a 0.

2R (%
= f * sin® () sin (0) dO
T Jo

= ﬁfi sin? (0) do

T Jo

2R (71 0 _—io\*
-= ? 5 (cos (46) ~2cos (26) +3)d6  car: sin' (0) = (%) -

R %
= f * (cos (40) —2cos (260) +3) d
4 Jo

|

R g
= —[30)2
4ﬂ[ lo

_R37r
Tam 2
_ 3R
T8

30
0

_ R
T an

sin (40) sin (20)
-2 +
4 2

1

16

(e‘”e —46%9 4 6107210 & e‘4i9) =..
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7 Changement de variable cylindrique (section 2.4.2)

7.1

Enoncé

1) Calculer le Jacobien d'un tel changement de variables.
2) Calculer le volume de la région délimitée par le demi-coéne d’équation z = \/x2 + y2 etle paraboloide d’équation z = 2—x?— 2.

7.2
D

Correction
a X a X a X
12 (r,0,2) (10,2 (10,2
Jac¥ (r,0,z) = ag/—ry(r,g,z) %(r,(),z) %(r,@,z) (Onanoté Wy, ¥y et ¥, les fonctions composantes de ¥.)
6 z 6 4 a zZ
22 (r,0,2) 3£ (10,2 FZ(10,2)

%(rcos(@)) ai(rcos(Q)) %(rcos(@))
=| L£(rsin@) & (rsin@) £ (rsin(®)
2 (2 Z 2 (2
cos(@) -rsin(@) O
=| sin(@) rcos@ O
0 0 1

_| cos(@) ~rsin(0) . . . . s
=| sin@ rcos® (en développant le déterminant suivant la derniére colonne)

= rcos? @ +r sin® @
= r (cos? (0) +sin” ()

=r

2) Onnote D cette région :

D:{(x,y,z)E[R3 | \/x2+y25z52—x2—y2}

Autrement dit, D est ’ensemble des solutions du systemes d’inéquations suivant :

Vx2+y2<sz<2-xt—y?

Comme ces deux surfaces sont des surfaces de révolution autour de I’axe des ordonnées, elles admettent des équations beau-
coup plus simples en coordonnées cylindriques (« indépendantes de 6 »).
En effet, en coordonnées cylindriques, ce systéme est équivalent a :

r<z<2-r?

Pour appliquer le théoréeme de changement de variables, on cherche «la nouvelle région d’intégration » A.
Dans cette nouvelle région :

» 0 prend toutes les valeurs de [0;27] (On pourrait prendre [0;27[ mais cela ne change rien au volume de A).
o zprend les valeurs de r jusqu’a 2 — 2.
o Et r doit solution de I'inéquation r <2 — r2 (Bt positif!).
On résout alors cette derniere inéquation :
r<2-r> < r’+r-2<0

< r est situé entre les racines du trindme x> + x — 2

Le discriminant de ce trindme est 3, ses racines sont —2 et 1.
Ainsi r prend les valeurs de 0 a 1.

En définitive, on considere le changement de variable ¥ suivant :

vY: A — D

r rcos(0) N 3 2
ol — |rsin® ouA={(r,0,2)eR’ | 0<r<1,0<0<2m,r<z<2-r°}
Z Z

On appplique le théoréme de changement de variable :

Volume de D = [ﬁ ldxdydz
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= ff |Jac¥ (r,0,z)|drdOdz /A\Ne pas oublier la valeur absolue!
A

=fff rdrdfdz
A
1 p2m p2-1?
:f f f rdzdOdr
0 JO r
1 2m p2-1?
([ aeao)ar
0 0 r
1 2
=f r(f 2—r2—rd9)dr
0 0
1 2n
:f (2r—r3—r2).(f d@)dr
0 0

1
f (2r-r*-r?).2emdr
0

1
an 2r—r3—r2dr
0

r r
531
4 3

:2,,(1___1)

Il
\*]

4 3
=T 2-3-4a
"6
_571
T 6
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8 Changement de variable sphérique (section 2.4.3)
8.1 Enoncé

1) Démontrer que le Jacobien d'un tel changement de va- Région délimitée par le céne ¢ =1 et la sphére r=4
riables est —r2sin (¢p).

2) Retrouver le volume d’une boule de rayon R en appliquant
la formule du Jacobien pour les intégrales triples.

3) On considere un objet qui s’étend dans la région de l'es-
pace représentée ci-contre. Il s’agit de la région délimité
par la sphere de rayon d’équation (en coordonnées sphe-
riques) r = 4 m et du céne d’équation (en coordonnées
spheriques) ¢ = 7. La masse volumique p est également
donnée dans les coordonnées sphériques :

Calculer la masse de cet objet.

4

-

Une boule de rayon de 6 cm est percée d'un trou ayant
un rayon de 2 cm. On obtient alors I’anneau sphérique ci-
contre.

Calculer le volume de cet anneau sphérique.

8.2 Correction

D

5 (0

( 0,¢)
Jac¥ (r,0,¢) =| % (r,0,¢) %(ne,m
= ( 0,) S (r0.¢
(¢ %(rcos(ﬁ)sm((p)) %(rcos(@)sin(cﬁ))
= ai(rsm(e)sm() %[rsin(@)sin((/))) % rsin(H)sin((p))
37 (rcos(¢)) 37 (reos(9)) 35 (rcos(¢))

cos (9) sin(¢p) —rsin@)sin(¢p) rcos(@)cos(p)
=| sin(@sin(¢p) rcos(@)sin(¢p) rsin(6)cos(¢p)
cos (¢) 0 —rsin(¢)

3 —rsin(@)sin(¢) rcos(@)cos(¢p) _ cos (@) sin(¢p) —rsin(6)sin(¢)
=c0s(9). rcos(@)sin(¢) rsin(@cos(¢) | O (9)- sin(@)sin(¢) rcos(6)sin(¢)

= cos (¢p). (—rsin(8) sin(¢p).rsin (@) cos (¢p) — r cos (0) sin (¢) .1 cos (6) cos (¢))

—rsin(¢).(cos(6)sin(¢p).r cos(6) sin(¢) + sin () sin (¢) .7 sin (6) sin (¢))
=cos(¢).(- r? cos (¢)sin(¢) sin® () — r cos (¢)sin(¢) cos? @) —rsin(¢p).(r cos? (0) sin? () +r sin® (9) sin? (¢))
= cos (). (—r?cos (¢) sin () (sin? () + cos? (9))) — r sin® (¢) . (cos? (9) + sin” ()

)
3 L (r,0,9) (Onanoté ¥y, ¥, et ¥, les fonctions composantes de ¥.)
)

- (rcos (0)sin (¢)
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= —r*cos? (¢) sin () — r sin® ()
= —r?sin(¢). (cos® (¢) + sin® ()
)

=—r?sin (¢

{

X ldxdydz = fff 1. |]ac‘{1(r,6,¢)| drd0dde /A\Ne pas oublier la valeur absolue!
y]€R3 | x2+y2+ZZSR2} (OiRl0izm)<{0im]
z

:j(;R(fozn(j(;n|—rzsin((p)|dgb)d0)dr
:LR(LZH(fonrzsin((,b)dgb)dﬁ)dr
=f0Rr2 fozn(fonsin(gb)d(,b)de)dr

3) Allfaut penser a écrire la valeur absolue du Jacobien! En effet :

masse de 'objeten kg = fff X p(x,y,2)dxdydz
|3 10=r(x,y.2)<4, 0=p(x,y,2)<%
z
12 . .
= f f f X ——dxdydz ACe «r» désigne la premiere
y|€3 10sr(xy,2)<4, 0op(x,,2)< T rxy2) composante de la réciproque du
2 T e changement de variable sphé-
rique.
=fff 12 |Jac¥ (1,6,¢)| drdodg
0;41x(02m1x[0;2] T (x(1,0,9), ¥ (1,0,0),2(,0,¢))
12
= fff —.|Jac¥ (r,6,¢)|drdod¢ A\Ne pas oublier la valeur absolue!
[0;4]x[0;27]x [0;F] T

N wsm(d))dd)) dg)dr car¥ pe[0: 7], sin(9) 20
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2 4
=12 1—£ f r2ndr
2 1Jo

2 4
=24 1—£ nf rdr
0

2
2414
=24|1- ﬁ b/ [r_]
2
2
=192 (1 - \/—_) /4
2
=~ 176,67
4)
n-arcsin(}) [ 6 27
Volume de 'anneau en cm? = f ( / r?sin (¢) dH) dr|d¢ (en faisant un peu de trigonométrie)
arcsin(3) Sinz( 7 0
m—arcsin(}) 6
:27:[ . sin(@) fz rédr|deg
arcsin(3) )
m—arcsin(1) 3 6
:271[ L sin (¢) gl , a9
arcsin(3) 0]
n—arcsin(%) 8
=2m f sin 72— ——|d
arcsin(3) ((/)) 3sin3 (¢) ¢
m—arcsin(}) 167 ﬂ—arcsin(%) 1
= 14471[ sin(¢) d¢ — —f e
arcsin(1) 3 arcsin(3) ( )
_ _ ﬂfarcsin(%) 167 m—arcsin % . _ cos
= 1447 [ cos ((p)]arcsin( Y [ ((p)]arcsm (orcot=——)

:144n(—cos(n—arcsin(;))+cos(arcsm( ))) (- ot arcsin 5 + cot arcsin 5
1447 cos arcsin| 5 )  cos aresin 5|+ 55~ (cot (axcsin 5 cotarcsin 5

32n ( . ( 1 ))
+ ——cot|arcsin| =
3 3

1
= 288m cos (arcsin (g)

|

8

= 2887T\/7+ 327‘[\/7
9 9
8

=320m\/ =
9

2/2
- 3207:%—
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9 Calculer l'aire d’'une surface non plane (section 3.1.2)

9.1 Enoncé

1) Calculer 'aire d'une sphere de rayon R.

2) Calculer I'aire de la surface de la partie du paraboloide d’équation z? = x? + y? qui est en dessous du plan d’équation z = 4 et
au-dessus du plan d’équation z = 1.
Cette surface est paramétrée par :

p: [;2]x[0;2n] — RS

, rcos(6)
(6) — r31112(9)

r

9.2 Correction

1y

2) Cette surface est paramétrée par :
p: (;2]x[0;2n] — RS
, rcos(0)
( 9) — rsin (0)
2

Donc l'aire recherchée «f est :

dsz a—p(r,Q)A—(r,Q)' drdo
(1;21x[0;27] || OF
Calculons :
cos (0) —rsin(6) —2r2cos(0)
i (r,0) =| sin(6) d_p (r,0) =| rcos(8) 6_p (r,0) /\ ( 0) = | —2r2sin (0)
0 oF 00 0 or 00 -

op op (arh e 2\E (42 )2
'ar oy 2 (r,G)H_(4r ) = r(ar2+1)

2 2n 1
d:ff r(4r?+1)? dodr
1 2n
f[ 4r +129] dr
0
=f r(ar? +1) 2ndr
1

2 1
:27:[ r(ar*+1)%dr
1

_am 8r(4r2+1)% dar
8 )1

=%[§(4r2+1)%]

:%(17%_5%)

2

1
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