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1 Approximation d’aires par des rectangles et définition de I'intégrale d’'une fonction

continue sur un segment

Un des objectifs de I'intégration est de calculer des aires.

Sur la figure ci-contre, la somme des aires des petits rectangles
bleus approxime Iaire sous la courbe de la fonction x — 1 — x? «
au-dessus de I'axe des abscisses et entre les droites d’équations X = —letx=1) .

Ces rectangles ont tous la méme largeur d x.

Plusil y en a, meilleure est 'approximation. On imagine alors dx
infinitésimal c.e. ctres tes peier) -

Ils ont tous la méme largeur mais ils n’ont pas tous la méme hau-
teur. Par exemple, le rectangle dont le coin en bas a gauche est

L'aire sous la courbe est environ la somme des f(x)dx notée il y a quelques siécles [fix)dx

— fix=1-x2

T 1 ™

yd

(x,0) a pour hauteur f (x).

Si il y an reCtangles (penser 7 «trés trés grand » pour que dX soit « trés trés petit») alOI‘S
= % et ils subdivisent le segment

leur largeur est —longueurnde Ll

[-1;1] en n petits segments d’extrémités :

_1 2 2 2
;0 —l4+1x—;  —=142x—; —=1+3x—;
n n n

Et leurs hauteurs sont donc :

f(=1); f(—1+1><%); f(—1+2x%); f(—l+3x%); cee f(—l+(n—2)x%); f

T T T T
—0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

. T T
-1.00 =0.75 -0.50

dx

—1+n><3= 1
n

2
XX —1+(n—l)x—;
n

2
-1+(n—-2)x —;
n

2
—1+(n—1)><—)
n

Si f est continue (comme cestlecasicipour f:x— 1-22) , alors cette somme d’aires de rectangle se rapproche de I'aire sous la courbe quand n

se rapproche de +oo.
Autrement dit :

Aire sous la courbe = Somme des aires des petits rectangles quand ils sont de largeur infinitésimale dx

= lim
n—+oo
~——

Quand n se

rapproche de

+oo, dx = se

2
n
rapproche de 0.

: f(—1+k.%) i
—~
f f (x)dx
!

Ce symbole

est un S

« allongé »
comme le S
de Somme

La notation f_ll f (x) dx désigne 'aire délimitée par la courbe de f, I'axe des abscisses et les droites d’équations x = —1 et x = 1.
On peut la penser comme une somme infinie de contributions infinitésimales f (x) dx.

Par exemple, pour f : x— 1 - x? on obtient :

1 n-1 2k\2) 2
f 1-x?dx= lim Z(l—(—1+—))x—
-1 n n

na+ook:0

2 n=liak  4k?
2 2
nn—too;=\n n
8 n-1
=— lim k(n—k)

3 n—>
n° n—+oo ;=

En prenant n = 1000, on obtient 'approximation suivante :

999

1 8
f 1-xPdx~ ————— Y k(n-k)
_1 1000000000 /=

~ 1000000000

(0x1000+1%x999+2x998+3 x997+...+997 x3+998 x 2+999 x 1)
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Via Pyhton, on a calculé ci-contre :

# Calcul de la somme de produits
somme_produits = sum(i * (1860 - i) for i in range(10@8))

# Multiplication par la fraction
resultat = (8 / 1000000000) * somme produits

m 0x1000+1%x999+2x%x998+3 x997+...+997 x 3+998 x 2+999 x 1) print(resultat)
On obtient : 1,3333320000000002 1.3333320000000002

from scipy.integrate import quad

# Définir la fonction a intégrer

e Laire f_ll 1-x?dx (viale module scipy.integratede e eturm 1 - vz
Py[hon) # Calculer 1'intégrale
On obtient : 1,3333333333333335 resuttar, erredr = quadlt. =% 1
A\La valeur proposée pour cette intégrale par le module EZiﬂEfE.?EﬁigéaﬁmEJ ‘:","e:f::ﬂlr}a“
scipy.integrate est aussi une approximation dont L'intégrale est : 1.3333333333333335
Erreur estimée : 1.4802973661668755e-14

'erreur est : 1,4802973661668755.10714

On note «f 'aire de l'ellipse ci-contre.

En utilisant le méme procédé, démontrer que :
Ellipse de demi-axes 2 et 1

1.00 _L
g 99 T I~

2 _ 2 0.75
tooe? &,V ] <

0.50
~ -8 (\/10002—02+\/10002—12+\/10002—22A.A+\/10002—9972+\/10002—9982+\/10002—9992J 0_25/

o =~

10002

~2x3,1435554669110197 > 000
~6,2871109338220394 ~0.25 1
—0.50 | — P
Commentaire : Vous avez peut-étre reconnu une approximation du ors ] ii — =y 11 44
nombre 7. On démontrera en effet plus tard grace au ' —~l_| —rrviE —
-1.00 T T T 4 —
théoréeme de changement de variable que : 20 -15 -l0  -05 0.0 05 10 15 2.0

Zﬁz\/l—(g)zdxzmr

Nous venons en fait d’appliquer a deux reprises le théoreme suivant :

Théoreme des sommes de Riemann
Soient (a, b) € R? tel que a<bet f:[a,b] — Rune fonction continue.

Alors :

b—a
n

b
— f f)dx
a

n—+oo

’gf(cwk.b;a)

En fait, en mathématique, la notion d’aire est définie via la notion d’intégrale de fonction sur un segment et la notion d’'intégrale
de fonction sur un segment ne concerne pas que les fonctions continues.

Pour simplifier, nous ne considererons dans ce cours que des intégrales de fonction continue et nous appréhenderons le théo-
reme précédent comme une définition :

Définitions
Soient (a, b) € R? tel que a< bet f:[a, b] — R une fonction continue.
Alors :

i) On appelle intégrale de f sur le segment [a, b] le nombre noté [ : f (x) dx suivant :
g b-a! b-a
dx= lim —— +k.——
faf(x)x lim — I;)f(a n)

ii) Si f est de plus positive wvxea b, f=0, on appelle aire comprise entre la courbe de f, I'axe des
. . . . b
abscisses et les droites d’équations x = a et x = ble nombre [ f (x) dx wéniaupoint precedenn .
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2 Utilisation de la dérivation pour calculer une intégrale

Nous n’utiliserons en fait que trés rarement la méthode de la section précédente pour calculer des intégrales.
En effet, si F est tel que F' = f, on a simplement :

b
f fx)dx=F(b)—F(a)
a

Ainsi, pour calculer la premiere intégrale de la section précédente, on aurait pu écrire simplement :

x3 ! 1 xs
(x—?) =1-x% doncf 1-x*dx=F()-F(-1) (ennotantF(x)zx—E)
-1
13 -1)3
-5
_2.2
"33
_4
3

~1,3333333333333333

On utilise en fait le théoréeme suivant :

Théoréeme fondamental de 'analyse A savoir par cceur
Soient (a, b) € R? tel quea<bet f:[a,b] — Runefonction continue.
On note :

G: [a,b) — R
x — [if(xdx

Alors :
) G=f
ii) Si F:[a, b] — R est dérivable et vérifie F' = f, alors :

b
f f(x)dx=F (b)—-F(a)
a

Remarques : . . , . o
— « Si f et F sont deux fonctions telles que F' = f, on dit que F est une primitive de f.

¢ Comme [ est évidemment une primitive de f’, on a ff ffxdx=fb) - f(a).

1) Rappeler les primitives des fonctions suivantes :
a) x—AouleR
b) x— x*ouaeR\{-1}
1
c) x— ¢
d) x—In(x)
e) x—e*
1
b x—rz
1
g) * 1-x
2) En déduire :
a) [;3dx

b) Ji dx

-1
o /5, %dx
d [fIn(x)dx
e) [y e‘dx
f fy zdx

1

3 _1
8 Jo = dx

3_ 1

3) ) Déterminer les primitives de x — 3 — 1757

2

1
b) Calculer [? 3 L_dx.
i

X 1+x2
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3 Reconnaitre la dérivée d'une composée pour calculer une intégrale

Théoréeme de dérivation d’'une composée
Soient I, J deux intervallesde Ret f: J — R, u: I — J deux fonctions dérivables.
Alors fou:I— Restdérivable et :

vxel, (f(wx)) =u ) f (ux)

Exemple : . ) .,
—_— » Pour f (x) =sin(x), on retrouve la formule (sin (u (x)))" = ©' (x) cos (u (x)).
« Pour f (x) =sin (x) et u (x) = x*, on obtient : (sin (xz))' = 2xcos (x?)
On peut alors calculer :
[ n 1
f\/;xcos (x?) dxzf\/;— x 2xcos (x*) dx
0 0 2
1 4
= —fﬁZxcos(xz)dx
2 Jo
1 E
= 5 fﬁ u' (x)cos (u(x)) dx (en notant u (x) = x2)
0
1 pa
= Ef\/; u (x) f (u(x)dx (en notant u (x) = x? et f (x) = sin (x))
0
1 V5 , _ o )
=3 f (f(ux)) dx (en appliquant la formule de dérivation d'une composée)
0
T
= —1|- 0
(u(\/;)) f(u(0))
)2
i T e 02
sm((\/;) ) sin (07)
. (T .
=sin (E) —sin (0)
=1
1) Déterminer les primitives des fonctions suivantes : 2) Calculer les intégrales suivantes :
a) x— et a) [! e*dx
b) x— e***3 b) f—ll AT
c) x~ sin(2x) o [ sin(2x)dx
d) x— cos(3x+%) d) ffncos(Bx—i—%)dx
2
2 X — (ZJ§+1) e) f?l Cx+1)%dx
X — 1 3
g) xHix:l f) fO \/5x+1dx
1
S 9 [ iadx
) X— T3 h) fl & dx
i) x— In(x) -1 14e3%
i) feine gy
j) x+— cos(x)sin? (x) 1
K x— i j) Jo? cos(x)sin® (x) dx

2
) x—3xV1+x? IS xlri(x) dx
)] fol 3xV1+x2dx
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4 Intégration par parties

On aurait pu titrer cette section par « Reconnaitre la dérivée d’'un produit pour calculer une intégrale ».
En effet, a partir de la formule de dérivation d'un produit, on obtient :

wv) =d'v+uv (uv est une primitive de u'v + uv’)

b
f (W@ vx) dx=ub) v -ula)v(a)
a

b
f U@ vx)+u@ v xdx=ubvb) -ula@va)

b b
fu'(x)v(x)dx+f ux)v' x)dx=ub)vbd) —ula)v(a)
a

a
b

b
fu(x)v'(x)dx:u(h)v(b)—u(a)v(a)—f U (x)v(x)dx
a a

Théoréeme d’intégration par parties A savoir par ceeur
Soient (a, b) € R? tel que a<betu:la,b] —R,v:[a,b] — R deux fonctions de classe ¢,
Alors :

b b
fu(x)v’(x)dx:u(b)v(b)—u(a)v(a)—f u' (X)v(x)dx
a

a

Exemple :
2 2
f xln(x)dx:f u(x)v (x)dx (avec u (x) = In(x) et v (x) = x)
1 1
=f u(x)v' (x)dx (avec u (x) =In(x), ¢’ (x) = = v(x) = 5 et v (x) = x)
1
2 1 2
=u@v@)-ulvQd) —f u' () v(x)dx (avec u (x) =In(x), u’ (x) = Sv=et V' (x) =x)
1
2 2 27 .2
:ln(2)2——ln(1)1——f X,
2 2 1 x 2
1 2
=2In(2) - —f xdx
2N
2021/
=2In(2) - lf (x—) dx
21\ 2
1 (22 12)
=2l --|%>-=
2\ 2 2
=2In(2) - ?—)
B 4
1) Calculer les intégrales suivantes : 2) Déterminer les primitives des fonctions sui-
a) [7x%In(x)dx vantes :
b) fol arctan(x)dx a) x— xe*

b) x— (In(x))?

c) folln(1+x2)dx
¢) x—sin(n(x))

2
d) f 1 (zirl(f))z dx o 2 PP
3) a) Calculerla dérivée de f définie par:

VIER, f()=t+Vi2+1

b) En déduire les primitives sur R des fonc-
tions définies par :

1
VteR, (H) = ——, H=Ver+1
s
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5 Changement de variable

Remarque

Dans la notation « f; f f (x)dx»le « x» n’est pas utile. Par exemple, on aurait pu noter a la place « f; f f@®dt»ou
«f f f (W) du». Bt on trouve méme dans certains ouvrages « |, f .

On ne peut toutefois pas utiliser cette derniere facon d’écrire I'intégrale quand la fonction a intégrer n’a pas de
nom. Il faut préciser par rapport a quelle variable on intégre. Par exemple, si on intégre la fonction x — x?y sur
le segment [0; 1], il faut préciser « dx ». En effet, les nombres fol x2 ydx et fol x2 ydy sont différents :

s 1 2 o 15 2y2 y
e[ 2 o[ 2%
f xzydx:f —(x—y)dx o VYT, ay\ 2 Y
e e5), )
:(_y) _(_y) 2 |y:1 2 |y:0
3 lx=1 3 [x=0 2
_V X
_g 2

On aurait encore pu titrer cette section par « Reconnaitre la dérivée d'une composée pour calculer une intégrale ».
En effet, a partir de la formule de dérivation d’'une composée, on obtient :

(flg®)) =1 (g)g

Ainsi :

b
/ fx)dx=Fb)—-F(a) (en notant F une primitive de f)
a

=F(u(B))-F (u(a) (avec u une fonction de classe ¢ telle que u () = a et u(f) = b)

B
= f (F (u(x))) dx
a
p
= f F(ux)u (x)dx (d’apres la formule de dérivation d'une composée)
a

B
:f fux) u(x)dx
a ——
«f)» «Wdx=du»

Les notations entre guillemets dans le calcul précédent suggerent de penser comme suit pour retrouver la formule précédente
plus intuitivement :

b b
f fx)dx= f fwdu (voir remarque précédente)
a a
u=b ul@)=a
= f fwdu (on va bient6t penser u comme une fonction de la variable x telle que { u ( ,6) -b )
u=a =
x=p ul@=a
= fwx)du(x) (a partir de maintenant u désigne une fonction de classe € ! telle que { " ( ,6) - b )
xX=a =
x=p du(x)

= f(u(x)) de

X=a

x=p
:f fu)u (x)dx
X

=a

p
=f fu)u (x)dx
a
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Théoréeme de changement de variable A savoir par cceur
Soient (a, b) € R? tel que a < b, (a, B) € R? tel que a < b, u: [a, f] — [a, b] une fonction de
classe ¢! telle que u(a)=aetu (,6) =bet f:[a, b] — R une fonction continue.

Alors :
b p
f fx)dx= f fuE)u (x)dx
a a
Par exemple :
72 u(rm)
f cos (v/x) dxzf cos (vx)dx (en notant u: x — x°)
0 u(0)

T

= f cos (\/ u (x)) u (x)dx (d’apres le théoreme de changement de variable)
0

T

= f cos (\/ﬁ) 2xdx
0

= 2[ xcos(|x])dx

0

/1

= 2[ xcos(x)dx (car cos (x) = cos(—x))

0

T
=2 ((xsin (X))o, — (xsIn (X)), — f sin (x) dx) (par intégration par parties)
0

=2(0-0—((-cos(x)),_, — (—cos(x))),,))
=2(-1-1)
=—4

Le méme exemple rédigé moins rigoureusement mais avec davantage d’intuition :

On effectue le changement de variable x = ¢ :

¢ On cherche les nouvelles bornes d’intégration :

Quand ¢ vaut 0, x vaut 0
Quand ¢ vaut 7, x vaut 2

On écrira alors 0 et 77 2 1a place de 0 et 72 pour les nouvelles bornes.
e On écrit dx en fonctionde dt:

X=1
dx 2 !
T =2t (penser x (¢) =t~ et x (1) =21)
dx=2tdt

On écrira alors 2tdt ala place de dx.

« On écrit cos (y/X) en fonction de ¢

cos(vVx) = cos(\/ﬁ)
=cos (| ¢])

=cos(?) (car cos(t) =cos(—1))

Ainsi :

2

f cos(\/})dxzf cos (1) 2tdt
0

0
=.. (on continue avec la 5°™€ ligne du calcul précédent)

On aurait aussi pu rédiger ce calcul en commencant par écrire « t = /X, dt = ﬁ}dx = zitdx, 2tdt =dx,...».

8/15
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1) Viale changement de variable u = e*, calculer :

2) Viale changement de variable u = e¥, calculer :

3) Viale changement de variable u = /%, calculer :

2 X
e
f dx
1 1+e*

41_\/?

dt
1 Vi

4) Calculer I'aire de I'ellipse mentionnée dans la premiére section.

5) Viale changement de variable y =

T _
4

x, calculer :

fz In(1+tan(x))dx
0

6) Viale changement de variable u = cos (x), calculer :

fg (1+cos(x))tan (x) dx
0

7) Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

a)
b)
c)
d)
e)
)

X —

X —

X —

X —

X —

X —

dx

9x2+9x+2

dx

4x2+4x+1

_ax
3x2+x+1

X2 +4x+5

X2 +4
1
1-x

2
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6 Application a I'étude métrique des courbes

Dans toute cette section :
¢ a et b sont deux nombres réels tels que a < b.
« Aet B sont deux points de R.

y(a)=A
e v:la,b] — R® est une courbe paramétrée de classe €' telle que:{ y(b)=B
Viela,bl, Yy (5)#0

e € estl'image y ([a, b]) de la courbe paramétrée vy, i.e. 'ensemble des y (#) quand ¢ parcourt [a, b].

6.1 Longueur d’'une courbe

Comme dans la section 1, on subdivise le segment sur lequel la courbe paramétrée y est définie en n segments de longueur b;n”

et donc d’extrémités :

— a b-a b-a —
ao—a; ay=a+1x ; a=a+2x ; cee ap-1=a+(n-1)x ; a+nx =an—b
n n n n

On note leurs images par y comme suit :

A=y(ao); Air=y(@m); Ax=vy(a2); eee Ap1=y(an-1); An=7(an)=B

Toujours un peu comme dans la section 1, on approche la longueur de la courbe 6 avec une somme de longueurs de segment :

Longueur de € =~ AgA; + AjAs + ApAs +...+ A1 Ay, Approximation de la longueur d'une courbe par une ligne polygonale

n-1 —— Courbe originale y(t)
= Z AkAk+1 = —e— Approximation polygonale

A1 = Agll A

I
- o

= HAkAk+1

alw
- o

U

i
- o

u

Iy (are1) -y (ap)]|

i
- o

u

1Y (@) -1ak+1 — axl

i
- o

b—a
=% Iy @] =
k=0

b-a""!
S e
k=0
b
o f llY ||t (d’apres le théoréme des sommes de Riemann rappelé en section 1)
©Ja

Il est donc naturel de choisir de définir la longueur d’'une courbe comme suit :
Définition (longueur d'une courbe)

A savoir par cceur
On appelle longueur de la courbe ¥ le nombre suivant :

b
(Longueur de <g)=f [lY (]| dt
a
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Exercice :
On souhaite calculer la longueur de la boucle de la courbe paramétrée dont les fonctions coordonnées et I'image sont données
ci-dessous :

0,6
0,4
x(®)=3-1 02
y)=33—t '
teR
-1, -0,6 'crff;\tﬁz\
-0,4
x(8)=x(1)
1) Déterminer (s, f) € R? tel que:§ y(©)=y(1)
S#EL

2) En déduire la longueur de la boucle.
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6.2 Abscisse curviligne d’'une courbe

On peut imaginer que y (¢) est la position d'une particule a I'instant ¢. Quand ¢ varie de a a b, y (¢) décrit la trajectoire de la
particule. Cette trajectoire est alors la courbe € et y est un paramétrage de la courbe 6.

Y’ (t) est la vitesse de la particule a 'instant z. On aimerait trouver un paramétrage s : [c, d] — R® qui décrirait la méme trajectoire
mais en parcourant une unité de longueur par unité de temps, ie tel que V€ [c,d], ||s' ()| = 1.

On s’interresse donc naturellement a la fonction suivante :

¢:la, bl - R

t
¢ — (longueur de courbe parcourue par la particule a I'instant ¢) = f [lY w|| du
a

D’apres le théoreme fondamental de 'analyse :

viela,bl, ¢' () =]y ]|

Comme y’ est continue (car y est de classe '), alors ¢’ est aussi continue et ¢ est de classe €.
Comme Vse€ [a,b], y'(s) #0, alors Vs € [a, b], ¢' (s) >0 et donc ¢ est strictement croissante.
Donc, d’apres le théoréme de la bijection et le théoréme concernant la dérivée de la fonction réciproque d'une fonction bijective

dérivable de dérivée ne s’annulant pas, on a:

¢ est une bijection de [a, b] vers [c,d] en notant ¢ = ¢ (a) et d = ¢ (b)

Et:
Veeled, (¢7) (1) = ! = ! ey
(P’((P_l(t)) ||Y’(¢_1(I))H
On note:
SZJ/O(P_l
Alors s: [c,d] — R3 est une paramétrisation de € etona:
Vieledl, s (0= (yop™) (1)
=y (gb (0). ((/)‘1)’ (1) (d’apres la formule de dérivation d’'une composée)
1
= () T (via (1))
OO T
On en déduit :
vteledl, ‘ *1(t)).;H
||Y'(<P_l(t))||
=¥ (¢~ )
=1

Ainsi, si s(f) est la position d'une particule a 'instant ¢, alors cette particule décrit la courbe ¢ quand ¢ varie de c a d et en
parcourant une unité de longueur par unité de temps.

Définition (Abscisse curviligne d'une courbe).
On appelle abscisse curviligne de la courbe ¢ une paramétrisation y : [c,d] — R? de classe €' de cette

courbe telle que :

Vie(ed), ||s @] =1
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7 Intégration d’'un champ de vecteurs le long d’'une courbe

Dans toute cette section :
e D est une partie de R3.
e f:D— Restun champ scalaire de classe €' (défini sur D).

e aet b sont deux nombres réels tels que a < b.

A et B sont deux points de D.

Yl@=A
e y:[a,b] — D est une courbe paramétrée de classe €' par morceaux telle que:{ 7y (b) =B
Y’ ne s’annule pas.

* € estl'image y ([a, b]) de la courbe paramétrée vy, i.e. 'ensemble des y (#) quand ¢ parcourt [a, b].

7.1 Préliminaire : Dériver la composée d’'un champ scalaire et d'une courbe paramétrée

2 . N . 2. . !
Remarque : La composée f oy est une fonction a une seule variable et dérivable. Lexpression (f oy) a donc un sens.

Régle de la chaine premiére version (ou formule de dérivation de la composée d'un champ scalaire et
d’'une courbe paramétrée) A savoir par cceur

Viela,bl, (foy) )=V f(y®)-y @

Soit f : R? — R une fonction de classe €.
On note :

g: R - R
r — f(2+25,1%)

1) Pour tout ¢ € R, calculer g’(¢) en fonction des dérivées partielles de f.
2) Onsuppose que:
f: R — R
x 2, .3
- X+
() = e
a) Pour tout ¢ € R, calculer g’'(#) en utilisant la premiére version de la regle de la chaine.

b) Pour tout ¢ € R, calculer g’(#) sans utiliser la premiére version de la regle de la chaine.

7.2 Généralisation du théoréme fondamental de 'analyse aux fonctions a plusieurs variables

D’apres le théoreme fondamental de 'analyse rappelé dans la section 2 :
Si g:[a, b] — R est de classe €' alors f:g’(t) dt=gb)—-g(a)

On peut alors obtenir une généralisation pour les fonctions de plusieurs variables avec le calcul suivant :

FB-fA=f(y)-f(r@)
=(foy)®) ~(foy) @

b
= f (foy) (ndt (d’apres le théoréme fondamental de I'analyse)
a

b e
= / Vi(ym)y mde (d’apres la régle de la chaine)
a
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7.3 Lethéoreme du gradient

Théoréme du gradient (ou théoreme fondamental du calcul —
pour les champs de vecteurs)

N 9.0
A savoir par cceur
= Courbe paramétrée par y:[a, b]=g, te y(t)

b_, , L7.2
1@ -fa= [ Vriyw)y wa I
Ls.4 5
=
©
36 &
I
S

F18

0.0

fiB) — flA) = J':G'f(y(t)) V() dt=6,25—(-0,84) [—W=-084

r—1.8
Exercice-Exemple (Illustration du théoreme du gradient) —
On consideére le cas particulier : -8
] - 15 -7
D f: D R .
(xy) = flxy)=x*+y 101 6%,
+
0.5 1 s i
a=0 vy: la,bl — D 00 =
b=12 t — y(®)=(2cos(s),sin(s) ' 4=
27 — courbe y(t) = (2cos(t), sin(t) 5 5
—_— = Lourpe = (2cos(L), sinl
En calculant séparément f (B) — f (A) et ff Vfy®)y wade, 0d o rointar20 §
vérifier que 'on a bien dans ce cas I'égalité suivante (que 1'ap- ® PointB(0,1) 2
plication du théoréme du gradient fournirait) : -15 ‘2 ] : T ]
- - 1
b _—
1®)-f= [ V) o 0
a

7.4 Intégrale curviligne d’'un champ de vecteurs

Dans cette section, V : D — R® désigne un champ de vecteurs de classe €.

7.4.1 Circulation d'un champ de vecteurs le long d’'une courbe

Définition (Circulation d’'un champ de vecteurs le long d'une courbe).
A savoir par ceeur

On note f}, ‘_/:dy et on appelle circulation du champ de vecteurs Vle long de la courbe € para-
métrée par y le nombre suivant :

—_ b—»
ygngyzf V(y®)-y' (0de

7.4.2 Indépendance de la circulation d'un champ de vecteurs le long d’'une courbe par rapport a la paramétrisation de cette
courbe

La notation « dy » n’est pas utile mais il est conventionnel de la préciser. En effet, si y» : [c,d] — R est une autre paramétrisation

Yel@=A
de classe ¢! par morceaux de € telle que { v2(b) =B ,alorsona:
Y, ne s’annule pas.

f ‘_/)d]/Zf Vd}’z
€ €
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7.4.3 Indépendance de la circulation d'un champ de vecteurs dérivant d’'un potentiel par rapport au chemin

D’apres le théoréme du gradient, si V dérive d'un potentiel, alors sa circulation ¢, de le long de la courbe € paramétrée par
Y n'est pas seulement indépendante du paramétrage y de cette courbe ¥, elle est indépendante de la courbe ¥ elle-méme, i.e.

[ de ne dépend que de l'origine A et de la destination B du chemin d’intégration.

Autrement dit, si 6> est une autre courbe orientée de A vers B et v, : [c,d] — D un paramétrage de classe ¢! par morceaux de la
Y2(@)=A

courbe 6, telque { Y2 (b)=B ,alors:
Y, ne s’annule pas.

f deng \_/)dy
6 €

Ainsi, si V dérive d’'un potentiel, on peut noter sa circulation le long d'une courbe de A jusqu’a B de la fagcon suivante :

B—)
[V
A

Exercice :

On note:
7 . R2 - R? v: [0;27] — R?
x 4xy? N {(y)er? | x*+y =1}
y — 2x4y+y sin (f)

1) En utilisant le cours sur le rotationnel, démontrer que le champ de vecteurs V dérive d'un potentiel.

2) En déduire que :

f de:O
4

7.4.4 Travail d’'une force (ou plutét d’un champ de forces)

Si V estun champ de forces, alors on peut parler du travail We (f) effectué par ce champ de forces lors du déplacement d’'une
particule le long d'une courbe €. Ce travail est donné par l'intégrale curviligne du champ de vecteurs, c’est-a-dire :

— b_,
w:f v.dyzf Vi) -y m,dt
€ a

Si V estun champ de forces dérivant d’'un potentiel (comme par exemple le champ électrique induit par des charges statiques
(puisque dans ce cas VAE= —%—lf =0)), alors on peut parler du travail Wx_p (V) effectué par ce champ de forces lors du déplace-
ment d'une particule du point A jusqu’au point B :

- - y(a)=A
Wa_p (V) = f V-dy ouy:la, bl — D estune courbe paramétrée de classe € ! par morceaux telle que : { v (b) =B
€ y' ne s’annule pas.
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