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1 Oscillateur harmonique non amorti et forcé par un forcage cosinusoidal et résonance
jusqu’a la rupture du systéme (sections 4.3.1 et 4.3.2 du cours)

1.1 Enoncé
1.1.1 Description de 'expérience

On reprend 'exemple du ressort disposé sur une surface horizontale sans frottement. Initialement fixé & un mur immobile,
on modifie cette configuration en introduisant un mur qui n’est plus rigide mais capable de vibrer. Cette modification est réalisée
pour illustrer I'effet d'une force externe oscillante sur le systéme. Le second membre de I’équation différentielle est maintenant une
fonction cosinusoidale g (¢) = B.cos (u.t +w) = Ze (Be'¥ &) :

E:y"+w®.y=B.cos(ut+vy) =@e(Beiweiﬂf)

On cherche une solution particuliére de cette équation E.
Pour ce faire, on cherche une solution particuliere y, c de I'équation complexe E¢ associée :

Ec : y"+w?.y=BeVelHt
En effet, si yp c (£) est une solution de Eg, alors y, = Ze ( Vpc (t)) est une solution particuliére de E.

Le second membre de E¢ est de la forme P (£) e} avec P (f) une fonction polynomiale et A € C. En effet, c’est le cas avec :

{ P(t)=Be'Y  (C’est méme une fonction polynomiale constante.)
A=ip

L'équation caractéristique de E¢ est1’équation suivante d’inconnue x :
P +wt=0

Les solutions de cette équation caractéristique sont donc —iw et iw.

1.1.2 Premier cas: La pulsation propre du forcage est différente de la pulsation propre de I'oscillateur (absence de résonance)

Dans ce cas, p # w et donc iy n’est pas une solution de I'équation caractéristique.

1) En utilisant la section « Déterminer une solution particuliere d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
réels constants quand le second membre est de la forme P (¢) eM avec P (¢) une fonction polynémiale et A € C» du docu-
ment « Exercices avec cours intégré sur les équations différentielles », déterminer sous quelle forme chercher une solution
particuliére y, ¢ del’équation

Ec : y"+w’.y = Be'Velt

2) En déduire des expressions de y;yc etde J’Z,a:'

3) Enraisonnant par équivalence, en déduire une solution particuliere y,,c de I'équation Ec.

4) En déduire une solution particuliére y, de I'équation E.

5) En déduire 'ensemble des solutions de I'équation E.

6) En déduire une expression de la position x () de la masse et tracer la en utilisant Python dans le cas particulier suivant :

o Lamasse fait 2 kg.

o La constante du ressort vaut 8 N/ m.
 Alinstant initial, le ressort est étiré de 40 cm.

o Alinstant initial, la vitesse de la masse est nulle.

e B=2
e V=0
. y=v3
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1.1.3 Deuxiéme cas : La pulsation propre du forcage est égale a la pulsation propre de I'oscillateur (résonance)

Dans ce cas, p = w et donc iy est une racine simple de ’équation caractéristique.

7) En utilisant la section « Déterminer une solution particuliere d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
réels constants quand le second membre est de la forme P (£) e*’ avec P (f) une fonction polynémiale et A € C » du docu-
ment « Exercices avec cours intégré sur les équations différentielles », déterminer sous quelle forme chercher une solution
particuliere y, ¢ de I'équation

Ec : Y +w’.y = Be'VelH!

8) En déduire des expressions de y;,c etde yz,c.
9) Enraisonnant par équivalence, en déduire une solution particuliere y, ¢ de I'équation Ec.
10) En déduire une solution particuliére y, de I'équation E.
11) En déduire 'ensemble des solutions de 'équation E.
12) En déduire que le ressort va finir par casser.
13) En déduire une expression de la position x () de la masse et tracer la en utilisant Python dans le cas particulier suivant :
e Lamasse fait2 kg.
» La constante du ressort vaut 8 N/m.
o Alinstant initial, le ressort est étiré de 40 cm.
o Alinstant initial, la vitesse de la masse est nulle.
e B=2
e V=0

Dans l'article Wikipédia « Pont de Broughton », on lit :

14) « Le pont de Broughton édifié en 1826 pour le
franchissement de ['Irwell entre Broughton et Pend-
leton (aujourd’hui deux faubourgs de Salford, dans
la banlieue du Grand Manchester), dans le Lan-
cashire, était l'un des premiers ponts suspendus
construits en Europe. Le 12 avril 1831, alors que la
troupe marchait au pas cadencé sur cet ouvrage,
il se produisit un phénomeéne de résonance méca-
nique qui provoqua la ruine du pont. Un pivot de
l'une des chaines de suspension avait cédé, provo-
quant la chute du tablier vers 'une des extrémités,
jetant 40 des soldats a la riviere. »

En utilisant le modéle du ressort, expliquer comment une

telle catastrophe a pu arriver. Image provenant de 'article Wikipédia « Pont de Broughton ».

1.2 Correction
1.2.1 Premier cas: La pulsation propre du forcage est différente de la pulsation propre de I'oscillateur (absence de résonance)

Dans ce cas, p # w et donc ip n’est pas une solution de I'’équation caractéristique.

1) D’apreés la section « Déterminer une solution particuliére d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients réels
constants quand le second membre est de la forme P (¢) eM avec P (1) une fonction polynomiale et A € C» du document
« Exercices avec cours intégré sur les équations différentielles », on cherche une solution particuliere y, ¢ sous la forme :

Ypc () =Q(1) e avec Q une fonction polynomiale de méme degré que P (t) = Be'V, c’est-a-dire une
constante qu’on note encore Q

2)

Vpe (D = iuQ.e'™!
Vpe (0= —2Q.e™!
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3)

¥p,c (1) solution de E¢c < }’Z,C (1) + wz.yp,c () = Be'V &M
— (—,uZQ.ei”t) + 0. (Q.e””) = Be'V Mt
= (-1 +0?).Q.e"" = Be'V M
= (-p*+0?).Q=Be"
B

iy
e
w? — 12

— Q=

B o
— t) = etV ettt
Yp,c (1) 0 — 12

4) Ainsi, y, (1) = Ze(yp,c (1)) est une solution particuliére de E :

Ip () =Ze(yp,c (D)
B
=9L’e(w2_u2

e””.e””)

_ ﬁ_gge(aww)

-5 cos (ut+y)
T2 pi+y

5) L'ensemble des solutions de I'’équation E est :

y: RY — R
t - a%iuz.cos(ut+w)+A.cos(wt+¢)

,avec A=0et¢pe [0;271[}

6) La position x (¢) de la masse est donc de la forme :
B
x(f) = ﬁ.cos(ptﬂp) + A.cos(wt+¢) avec A= 0et e [0;27]
w*—[
Avec I'application numérique, on obtient :
x(t) =
22-(v2)
= cos (\/Et) +A.cos (2t +¢)

Z.COS(\/EI) +A.cos (2t +¢)

Il ne reste alors qu’'a déterminer ces deux constantes A et ¢.
Pour ce faire, on utilise les conditions initiales contenues dans la phrase de I'énoncé suivante :

« La masse est tirée de sa position d’équilibre et déplacée de 40 cm avant d’'étre reldchée sans vitesse initiale. »
En effet, 'information contenue dans cette phrase se traduit mathématiquement en les deux égalités suivantes :

x(0)=0,4
x'(0)=0

Pour récapituler, on a donc:

x (1) = cos(V2t) + A.cos (2t + )
x(0)=0,4
x'(0)=0

On détermine Aet¢:

x() = cos(\/it) +A.cos (2t +¢)

¥ (1) = =v2sin (V2t) - 24sin (21 + )
x'0)=0

- ZSin(\/Exo‘] —2Asin(2x0+¢)=0

4/37



CORRECTION DES EXERCICES SUR LES OSCILLATEURS HARMONIQUES QUI ONT POSE PROBLEME

sin(¢) =0

x(t) = cos(\/zt) + A.cos (21)

\S)

x(0)=g

2
cos( 2><0)+A.cos(2><0)=g

2
1+A==
5
3
A=-=
5

En définitive I'expression de la position x () de la masse est :

x(t) = cos(\/it) - g.cos 21

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Définition de la fonction x(t) Position de la masse en fonction du temps la premiére minute

def x(t): 1.5
return np.cos(np.sqrt(2) * t) - (3/5) * np.cos(2 * t) .

# Création de l'intervalle de temps t de 0 a 60 = 10
t = np.linspace(0, 60, 400) 5

'g 0.5
# Calcul des valeurs x pour chaque t c
x_values = x(t) A
) = 0079
# Création du graphique =
plt.figure(figsize=(8, 4)) 2 =03
plt.plot(t, x_values, label=r'$x(t) = \cos(\sqrt{2}t) - \frac{3}{5}\cos(2t)$") 2
plt.title("Position de la masse en fonction du temps la premiére minute") & _1.04
plt.xlabel('Temps $t$ (en secondes)')
E}E.g}?g?}_il‘lz?sltlon $x(t)$ (en metres)') ~1.54 — x(t) = cos(2t) - Fcos(2t)

plt.legend() T T T T -
plt.show() 20 30 40 50 60

Temps t (en secondes)

o
=
5}

1.2.2 Deuxiéme cas : La pulsation propre du forcage est égale a la pulsation propre de I'oscillateur (résonance)

Dans ce cas, p = w et donc iu est une racine de I'équation caractéristique.

7) D’apres la section « Déterminer une solution particuliere d’'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients réels
constants quand le second membre est de la forme P (¢) ! avec P () une fonction polynomiale et A € C» du document
«Exercices avec cours intégré sur les équations différentielles », on cherche une solution particuliere y, ¢ sous la forme :

Ypc (5)=1.Q(1) et avec Q une fonction polynomiale de méme degré que P (t) = Be'V, c’est-a-dire une
constante qu’on note encore Q

8)
! iwt | - iwt
J’p,c(t)=Q.(e +iwte )

=Q.(1+iwt).e'!
J’Z,c(f)=Q-[iwei‘”t+iw(1+iwt).ei“"]

=Q.liw+iw1+iwD)].e™®!
=Q.(2iw-w?t).e™"

9)

¥p,c (t) solution de E¢ < .VZ,C (H+ wz.ypyc (1) = Be'V e'??
= (Q. 2iw-w?t) .ei‘“’) + 0% (t.Q.e“‘”) = Be'Ve'®!
= Q.(2iw-w?t+w*t).e'”" = Be'Ve'!

— 2iwQ.e'" = Be'Ve'?!
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— 2iwQ=Be"

B .
— Q=—2=1""

2iw’
—iB .
P—X Q: L_e“//
2w
—iBt .,
= ypc(t)= V.t

10) Ainsi, yp, (1) = Ze(yp,c (1)) est une solution particuliere de E :

Vp () =Re(ypc (D)

= %e(_iBt.ei"’.ei‘”)
20w

— E%e(_i.el’(a)t+\lﬂ)
2w
Bt .

= —sin(wt+ YY)
2w

11) Lensemble des solutions de I’équation E est :

y: RY - R
t — %sin(wt+‘l’)+A.cos(wt+¢

) ,avec A=0et¢e [0;271[}
12) La position x (¢) de la masse est donc de la forme :

Bt
x(t) = > sin(wt+¥) + A.cos(wt + ¢) avec A un réel strictement positif et ¢ € [0;27]
w

On en déduit que :

[x(5)] — +4oo
t—+oo

Donc, comme le ressort ne peut pas étre indéfiniment allongé, il va finir par casser.

13) On a précédemment obtenu que la position x () de la masse est de la forme :
Bt
x ()= o sin(wt+W¥) + A.cos(a)t+¢) avec A=0et¢e [0;27]
)
Avec I'application numérique, on obtient :
r .
x(1) = 2 sin20) + A.cos (2t +¢)
On détermine Aet¢:
r .
x(1)=sin(20) + A.cos(2t+¢)

1
x'(0) = 5 Sin(20) + tcos 20) —2A.sin (2t +¢)
x'(0)=0

1

Es,in(z><0)+0xcos(zxo)—2A.sin(2x0+¢>) =0
A.sin(¢) =0

2

5

0.
Esm(2><0)+A.cos(2x0+¢>) =

x(0)=

ol N

A.cos(¢p) = g

A>0
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2
A=-
5

En définitive I'expression de la position x (#) de la masse est :

r . 2
x () = Esm(Zt) + g.cos(Zt)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Définition de la fonction x(t)
def x(t):
return (t / 2) * np.sin(2 * t) + (2 / 5) * np.cos(2 * t)

# Création de l'intervalle de temps t de 0 a 60
t = np.linspace(0, 60, 400)

# Calcul des valeurs x pour chaque t
x_values = x(t)

# Création du graphique

plt.figure(figsize=(8, 4))

plt.plot(t, x_values, label=r'$x(t) = \frac{t}{2}\sin(2t) + \frac{2}{5}\cos(2t)$")
plt.title("Position de la masse en fonction du temps la premiére minute")
plt.xlabel('Temps $t$ (en secondes)')

plt.ylabel('Position $x(t)$ (en metres)')

plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()

14)

Position x(¢) (en métres)

Position de la masse en fonction du temps la premiére minute

w
<]

N
o

=
o

o

-10 4

-20 4

-30 4

—— x(t) =sin(2t) + #cos(2t)

o] 10 20 30 40 50 60
Temps t (en secondes)

Leffondrement du pont de Broughton est un exemple de résonance mécanique, similaire au modeéle du ressort analysé pré-

cédemment. Le rythme des pas des soldats marchant sur le pont a correspondu a la fréquence propre du pont, induisant une
résonance qui a amplifié les oscillations jusqu’a provoquer la rupture d’'une partie structurale et I'effondrement du pont.
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2 Exemple d’oscillateurs harmoniques amortis et libres (section 5.2 du cours)

2.1

Enoncé

On a déja étudié un tel exemple d’oscillateur amorti et libre dans la partie II) du test type TOMIC « Etude de cas sur les équations
différentielles » (le cinquieme sur le site) :

Représentation des forces exercées sur la masse en déplacement vers la droite en tenant compte des frottements
0.5

Surface
0.4 7 Ressort
0.3 - comprimé
E ® Masse
o 027 o FOTCE dU
S 0.1 A ressort
£ " Force de
g 0.0 ) - gravité
c s .
o Réaction
£ -0.11 B ormale
& Force de
—0.21 W fottement
—0.3 ! ] ] I I I ! ! ! ! ! ! ! ! Mur
-0.4

-1.2-1.1-1.0-0.9-0.8-0.7-0.6-0.5-0.4-0.3-0.2-0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Position horizontale (m)

On voit dans la figure suivante que I'on a obtenu un sous-amortissement :

Position de la masse en fonction du temps les 10 premiéres secondes
apres |'avoir lachée en cas d'amortissement sous-critique (a < acrit)

0.4 1
. 0.3 A
u
i}
b=
2 0.2
c
-
= 0.1 1
=
c
=
£ 0.0 7
u
o
a
_0.1 -
=0.2 - T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Temps t (en secondes)
1) Dans la figure précédente, a quoi voit-on qu'il s’agit d'un sous-amortissement?
2) Pour découvrir un exemple d’amortissement critique et un exemple de sur-amortissement, refaire la partie II) du test type
TOMIC «Etude de cas sur les équations différentielles » (le cinquiéme sur le site) dans chacun des deux cas suivants :
a) a=8kgls
b) a=8v2kgls
3) Tracer la position de la masse en fonction du temps dans chacun des cas précédents.
4) Refaire les deux questions précédentes avec une vitesse initiale de 1 m/s.
2.2 Correction
1) Il s’agit d'un sous-amortissement car le systéme oscille en convergeant vers sa position d’équilibre.

8/37


https://caltuli.online/redactionnel_ressort_05.pdf
https://caltuli.online/redactionnel_ressort_05.pdf
https://caltuli.online/redactionnel_ressort_05.pdf
https://caltuli.online/redactionnel_ressort_05.pdf

CORRECTION DES EXERCICES SUR LES OSCILLATEURS HARMONIQUES QUI ONT POSE PROBLEME

2) a) x(t) estune solution de I'équation différentielle suivante d’inconnue y :

J/,+'£l y/4__51 y=0
m m’

Léquation caractéristique est :

, a k
X*+—x+—=0
m m
Son discriminant A est :
a2 k
A:(—) —4— = — (a®-4km
m m 2( )

Avec a=8, m=2, k=8, on obtient:

L'unique racine de cette équation est :

= _ =-2

2m~ 2x2

Il y a donc amortissement critique et x (¢) est de la forme :
x(t) = e 2t (At + B) avec A et B deux constantes réelles
Il ne reste alors qu’a déterminer ces deux constantes A et B.

Pour ce faire, on utilise comme précédemment les conditions initiales :

x(0)=0,4
%' (0)=0
X () =e 2 (—2At-2B+ A)

B=0,4
—-2B+A=0

—_——
SV IS
([Tl

SIS

En définitive :

x(t) = e_Zt(ilt+ %)
5 5

On trace via le code Python suivant :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def x(t):
return np.exp(-2 * t) * ((4/5)*t+(2/5))

t = np.linspace(0, 10, 400)

plt.figure(figsize=(8, 4))

plt.plot(t, x(t), label=r'$x(t) = e~{-2t}\left(\frac{4}{5}t + \frac{2}{5}\right)$")
plt.title(r"Position de la masse en fonction du temps les 10 premieres secondes aprés l'avoir lachée")
plt.xlabel('Temps $t$ (en secondes)')

plt.ylabel('Position $x(t)$ (en metres)')

plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()
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Position de la masse en fonction du temps les 10 premiéres secondes aprés |'avoir lachée

0-407 — x()=e2(t+1)
0.35 A
0.30 A
0.25 A
0.20 A
0.15 4

0.10 A

Position x(t) (en metres)

0.05 ~

0.00 A

T T

0 2 4 6 8 10
Temps t (en secondes)

b) Avec a=8v2, m=2, k=8, onobtient:

A:ziz((sx/i)z—4x8x2)

=2(16-8)
=16
Les deux racines de cette équation sont :
a A a A
———£:—2¢§—2 ——+£:—2\/§+2
2m 2 2m 2

Iy a donc un sur-amortissement et x () est de la forme :

x(f) = Ae2(~V2Z-1)t | Bp2(=V2+1)t quec A et B deux constantes réelles

Il ne reste alors qu’a déterminer ces deux constantes A et B.
Pour ce faire, on utilise comme précédemment les conditions initiales :

x(0)=0,4
x'(0)=0

¥ () =24(-v2-1) 2V 4 2B (V24 1) 2V

A+B=0,4
{ A(-vV2-1)+B(-V2+1)=0

A+B=0,4
-V2(A+B)=A-B

A+B=0,4
A—-B=-0,4V2

5 5
_1=V2
_1+V2

B==5
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En définitive :

On trace via le code Python suivant :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def x(t):
terml = (1 - np.sqrt(2)) / 5 * np.exp(2 * (-np.sqrt(2) - 1) * t)
term2 = (1 + np.sqrt(2)) / 5 * np.exp(2 * (-np.sqrt(2) + 1) * t)

return terml + term2
t = np.linspace(0, 10, 400)

plt.figure(figsize=(8, 4))

plt.plot(t, x(t), label=r'$x(t) = \frac{l-\sqrt{2}}{5}e~{2(-\sqrt{2}-1)t} + \frac{l+\sqrt{2}}{5}e~{2(-\sqrt{2}+1)t}$")
plt.title(r"Position de la masse en fonction du temps les 10 premieres secondes apres l'avoir lachée")
plt.xlabel('Temps $t$ (en secondes)')

plt.ylabel('Position $x(t)$ (en metres)')

plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()

Position de la masse en fonction du temps les 10 premiéres secondes aprés l'avoir lachée

0.40 7 — x(D) =1_-5£ez[—=z_-1nr+hsze2[-uT+ 1t
0.35 A
0.30 -
0.25 1
0.20 1
0.15

0.10 A

Position x(t) (en métres)

0.05 A

0.00 A

-
-4

L} L

0 2 < 6 8 10
Temps t (en secondes)

-
-

3) Déja fait dans réponse a la question précédente.

4)

a) Onadéja:

=2t

x(t) =e “" (At + B) avec A et B deux constantes réelles

Il ne reste alors qu’a déterminer ces deux constantes A et B.
Pour ce faire, on utilise comme précédemment les conditions initiales :

x(0)=0,4
xX'0)=1

X () =e 2 (—2At-2B+ A)

B=0,4
-2B+A=1
B=2
{acd
5
En définitive :
9 2
-2t
x(f) = —t+ =
(n=e?(3es )

On trace via le code Python suivant :
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def x(t):
return np.exp(-2 * t) * ((9 / 5) *t+ (2 /5))

t = np.linspace(0, 10, 400)

plt.figure(figsize=(8, 4))

plt.plot(t, x(t), label=r'$x(t) = e~{-2t}\left(\frac{9}{5}t + \frac{2}{5}\right)$")
plt.title(r"Position de la masse en fonction du temps les 10 premieres secondes aprés l'avoir lachée")
plt.xlabel('Temps $t$ (en secondes)')

plt.ylabel('Position $x(t)$ (en metres)')

plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()

Position de la masse en fonction du temps les 10 premiéres secondes aprés |'avoir lachée

0.5 - — x(t)=e 2%(2t+2)

o o o
[N w »
1 1 L

Position x(f) (en metres)

o
-t
1

0.0 1

0 2 - 6 8 10
Temps t (en secondes)

b) Onadéja:
x (1) = Ae?V211 4 pe2(-V241)E quec A et B deux constantes réelles

Il ne reste alors qu’a déterminer ces deux constantes A et B.
Pour ce faire, on utilise comme précédemment les conditions initiales :

x(0)=0,4
x'0)=1

x'(0) = ZA(—\/E— 1) 2Vt op (_\/z_'_ 1) Q2(-V2+1)t

A+B=0,4
{AFVE—U+BEVQ+U=%

A+B=0,4
-V2(A+B)=1+A-B

A+B=0,4
A-B=-0,4v2-3
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En définitive :

£ = TLoAV2 e 9HV2
20 20

On trace via le code Python suivant :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def x(t):
A= (-1-4 *np.sqrt(2)) / 20
B = (9 +4 * np.sqrt(2)) / 20
terml = A * np.exp(2 * (-np.sqrt(2) - 1) * t)
term2 B * np.exp(2 * (-np.sqrt(2) + 1) * t)
return terml + term2

t = np.linspace(0, 10, 400)

plt.figure(figsize=(8, 4))

plt.plot(t, x(t), label=r'$x(t) = \frac{-1-4\sqrt{2}}{20}e"{2(-\sqrt{2}-1)t} + \frac{9+4\sqrt{2}}{20}e~{2(-\sqrt{2}+1)t}$")
plt.title(r"Position de la masse en fonction du temps les 10 premieres secondes aprés l'avoir lachée")

plt.xlabel('Temps $t$ (en secondes)')

plt.ylabel('Position $x(t)$ (en metres)')

plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()

Position de la masse en fonction du temps les 10 premiéres secondes aprés |'avoir lachée
0.5 -

x“)=-1ifleﬂﬂ2—ln+9+¢zeﬂﬂ2+h:

0.4
0.3 1

0.2

Position x(t) (en métres)

0.1 -

0.0 A

0 2 4 6 8 10
Temps t (en secondes)
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3 Oscillateur harmonique amorti non forcé : Circuit RLC en série sans générateur avec
condensateur chargé initialement (section 7.2 du cours)

3.1 Enoncé

Le circuit représenté dans la capture d’écran ci-dessous comporte une seule maille avec :
e une bobine d’inductance L =100 mH,

e une résistance R de 600 mQ,

¢ un condensateur de capacité C = 100 uF.

Initialement, le courant dans le circuit est nul et le condensateur est chargé avec une charge Uy de —1 V (avec la méme orientation
que sur la capture d’écran).

On souhaite déterminer une expression i (¢) du courant en amperes en une section de ce circuit (avec la méme orientation que sur
la capture d’écran).

100mH 600m 100pF

~— N EE— ——
|
-765.12 A

1) a) Rappeler la relation liant la tension uy, (¢) aux bornes de la bobine et 'intensité i (#) du courant qui la parcourt.
b) Rappeler la relation liant la tension ug (#) aux bornes de la résistance et I'intensité i (¢) du courant qui la parcourt.
¢) Rappeler la relation liant la tension uc (¥) aux bornes du condensateur et I'intensité i (¢) du courant qui le parcourt.
2) En appliquant la loi des mailles, déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants dont i () est
solution.
3) Résoudre cette équation (i.e. Déterminer toutes ses solutions).
4) a) Quevauti(0)?
b) En commencant par déterminer 1y (0) en utilisant la loi des mailles pour ¢ = 0, déterminer i’ (0).
¢) Déterminer une expression de i (f).
5) a) Suivre les étapes suivantes pour simuler le circuit électrique susmentionné via I'interface en ligne du simulateur « Falstad
Circuit Simulator » :
¢ Serendre sur le site du cours al'url https://caltuli.online.
¢ Cliquer sur le lien étiquetté « Falstad Circuit Simulator » dans le titre de section « Fichiers de configuration pour
le simulateur de circuit électrique Falstad Circuit Simulator » afin d’accéder a I'interface en ligne du simulateur
« Falstad Circuit Simulator» al'url https://www.falstad.com/circuit.
e Depuis le site du cours al'url https://caltuli.online, ouvrir le fichier de configuration via le lien étiquetté
«fichier de configuration d'un oscillateur amorti et libre ».
« Copier l'intégralité de ce fichier de configuration dans le presse-papier en utilisant probablement les raccourcis
«ctrl + a»puis«ctrl + c».
e Sélectionner I'item « Importer depuis texte...» du menu déroulant «Fichier » de I'interface en ligne du
simulateur « Falstad Circuit Simulator» al'url https://www. falstad.com/circuit.
e Sélectionner la zone de saisie de la fenétre qui apparait puis y recopier le contenu du fichier de configuration sus-
mentionné en utilisant probablement le raccourci « Ctrl + v».
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¢ Cliquer sur le bouton « 0K » de la fenétre précédente pour simuler enfin le circuit électrique précédent.

b) Faire tracer par le simulateur en ligne la courbe de 'intensité en cliquant sur bouton « Run/STOP ».

¢) Ecrire un code Python dans l'interface de Jupyter pour tracer la courbe de I'intensité avec 1'expression obtenue précé-
demment afin de vérifier qu’elle correspond bien a celle obtenue par le simulateur.

6) a) Déterminer la valeur R.j; de R pour laquelle la décharge est la plus rapide.

b) Déterminer une expression de I'intensité i (¢) avec cette nouvelle valeur Ri; de R.

¢) Simuler le circuit comme précemment avec cette nouvelle valeur Ri; de R.

d) Vérifier comme précédemment en tragant dans l'interface de Jupyter la courbe de 'intensité correspondant a cette nou-
velle valeur R de R et en la comparant avec celle obtenue par le simulateur.

7) Refaire les questions précédentes avec une valeur de R qui correspond a un sur-amortissement.

3.2 Correction

1) a)
b)

ug () = Ri(1)
c)

t
uc(t):uc(0)+lf i(s)ds
ClJo

2) Vialaloi des mailles, on obtient :
ur () +ug () +uc(t)=0
1 t
Li’(t)+Ri(t)+uc(0)+Ef i(s)ds=0
0
1
Li" () +Ri' (1) + Ei (1) =0 (en dérivant par rapport au temps)
i”(t)+5i’m+iim =0
L LC

En définitive, I'intensité i (¢) est une solution de 'équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants suivante
d’inconnue y:

y//+£y/+iy:0
L LC

3) Comme il s’agit d’'une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 a coefficients réels constants, on utilise la sec-
tion « Déterminer ’ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 a coefficients réels
constants » du document « Exercices avec cours intégré sur les équations différentielles ».

Léquation caractéristique associée est 'équation suivante d’inconue x :

, R 1
X+ —=x+-—=0
L LC

On calcule son discrimant A :

A est du méme signe que R>C —4Let :

R’C-4L=0,6>x10"4-4x0,1<0
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Le discriminant A du trinéme x? + %x + % est strictement négatif donc les solutions de I’équation caractéristique sont les
deux nombres complexes conjugués que I'on calcule maintenant :

-f-iV-A | R 1 [4L-R%C -f+iV-A | R 1 [4L-R%C

—_ ] PR

—_— l_
2x1 2L 2L C 2x1 2L 2L C

On note a + iw ces deux racines. Autrement dit, on note :

Donc, en notant @ + iw ces deux racines, I'ensemble des solutions (a valeurs réelles) de I'équation différentielle est :
R - R
FR=1 ) . , C1,Cr R
H { t — e (Cycos(wt)+Cysin(wt)) L2
Autrement dit, 'expression générale des solutions de I'équation différentielle est :
y() = et (Cicos(wt) + Cosin(wt)) avec Cp,Cr € R
Cependant, on a vu dans ce cours sur les oscillateurs harmoniques qu’il est préférable dans ce contexte d’écrire 1'expres-

sion générale des solutions de 1'équation différentielle via une fonction cosinusoidale sous la forme suivante afin de mieux
interpréter ces solutions :

y (1) = Ae“' cos(wt +¢) avec A= 0, ¢ € [0;27]

4) a) Directement d’aprés’énoncé, ona:

i(0)=0
b) Vialaloi des mailles, on obtient :

ur () +ur(t)+uc(t)=0
ur (0)+ur(0)+uc0)=0
ur (0)+ R.i (0) + uc (0) =0 (d’apres laloi d’Ohm)
ur(0)+Rx0-1=0 (d’apresl’énoncé)
ur(0)=1

Par ailleurs :

ur (1) = Li’ (1)
ur (0) = Li' (0)
ur, (0)

./ _
i'(0)= I

Donc:

') =
L

¢) D’apres les trois questions précédentes, il s’agit de déterminer A =0 et ¢p € [0;27] tels que :
i(1)=Ae*" cos(wt+¢) a=—
l'l(0)=01 ollon anoté { sz\/m
i'0)=1 2L C
On détermine une expression de la dérivée de 'intensité :

i' (1) = aAe® cos (wt +¢) —wAe™ sin (wt + ¢)
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Avec les conditions initiales, on obtient :

i(0)=0
i'0)=1
Ae"Ocos(wx0+¢)=0

aAe®? cos(wx 0+p) —wAe sin(wx 0+ ¢) = 1

Acos(¢p)=0
aAcos(p) —wAsin(p) = 1

cos(¢p) =0 (car A# 0 sinon on aurait i’ (0) = 0)
—wAsin(¢) = 1
——

=+1

{
{
{¢>%ou¢
|
{

sin(¢) <0
—wAsin(¢p) = 1
——
=-1
9= 7”
wA=
Donc:
—3n
B
wL
En définitive :
Up=-1
Uy 3 . , __R
i(t)=——e“ Ycos|wt+ =— ouon anoté a@=-37
(UL 2 _ l 4L—R2C
~ 2L C

5) a)b)c) Via le code Python suivant, on trace la courbe de I'intensité avec I'expression obtenue précédemment afin de vérifier
qu’elle correspond bien a celle obtenue par le simulateur :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.ticker as ticker

constantes du circuit

= 0.1 # inductance en H

= 0.6 # resistance en 0Ohm

le-4 # capacité en F

O = -1 # charge initiale aux bornes du condensateur en V

coXxrr

# fréquence angulaire
omega = 1/(2*L) * np.sqrt((4*L - R**2 * C) / ()

# coefficient d'amortissement
alpha = -R / (2*L)

# temps
t = np.linspace(0, 0.8, 4000)

# courant en A en fonction du temps
= (-U 0 / (omega * L)) * np.exp(alpha * t) * np.cos(omega * t + (3 * np.pi / 2))

fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 5))

ax.plot(t * 1000, i t * 1000, label='courant i(t) en mA')
ax.set_title('Courant dans le circuit les 800 premiéres ms')
ax.set xlabel('temps écoulé (ms)')

ax.set ylabel('courant (mA)")

ax.xaxis.set major locator(ticker.MultipleLocator(100))
ax.yaxis.set major locator(ticker.MultipleLocator(2))

ax.set xlim(0, 800)
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ax.grid(True, which="'both', linestyle='--', linewidth=0.5)
ax.legend()
plt.show()

Les captures d’écran suivantes montrent que I'expression obtenue précédemment correspond bien a la simulation :

600m

-765.12 IA

Courbe de I'intensité obtenue avec I'interface en ligne du simulateur « Falstad Circuit Simulator ».

Courant dans le circuit les 800 premiéeres ms

—— courant i(t) en mA

P et NI NI NI LD LU

NON LOOON HOV0ON BOYO NS

NN TN T N N S T T T — — -

-4 4

courant (mA)

100 200 300 400 500 600 700 800
temps écoulé (ms)

o

Courbe de I'intensité obtenue avec I'interface de Jupyter et I'expression précédente.
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6) a) Lavaleur de R pour laquelle la décharge est la plus rapide est la valeur pour laquelle A = 0. Et :

1 R2C-4L
A=0 = ————=0
2 C
— R’C-4L=0
<« R’C=4L
, AL
<~ R°"=—

[ L
<~ R=21/—
C

La valeur de R pour laquelle la décharge est la plus rapide est :

L
Rerit =2 E

Avec L=10"1 et C=107%, on obtient :

=2 =
=2V103
=20v10

63,245553200 =< Rt = 20V 10 < 63,245553 201

b) Avec R = R, on a A = 0 et 'unique racine de ’équation caractéristique est a. Donc, d’apres la section « Déterminer
I'ensemble des solutions d’'une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 2 a coefficients réels constants » du
document « Exercices avec cours intégré sur les équations différentielles », on a:

— _ Rerit

a=
i(t)=e* (Cit+Cy) avec C1,Co R oll on a noté 2L
(2) (& 2) LG { Reyie = 207/10

On détermine une expression de la dérivée de I'intensité :

i'() = ae® (Crt+C) +e%'C
=¥t (aCit+Cy+Cy)
Avec les conditions initiales, on obtient :
i(0)=0
i'(0) =1

e 0 (Cyx0+Cy)=0
e“xo(aCl x0+C1+Cy) :%

—— A —— —
e
|
o

C1+C2—I
C1=-1
C,=0
Up =1
—-Upt )
i(t)= 0 pat ottonanoté { q = — ZRait

2L
Rerit = 2010
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o)

-24.783 mA -24.783 mA

Modifier Composant

Resistance (Ohm)
63.2455532|

Applique OK Annuler

On double-clique sur la résistance et on saisit la valeur On clique sur le bouton OK pour obtenir une résistance
63,245553 2. avec une valeur approchée de la valeur critique.

On obtient maintenant la décharge suivante :

30.885 pA

Courbe de l'intensité obtenue avec 'interface de Jupyter, 'expression précédente et R = 63,245553 2.

d) Via le code Python suivant, on trace la courbe de 'intensité avec I'expression obtenue précédemment afin de vérifier
qu’elle correspond bien a celle obtenue par le simulateur :

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.ticker as ticker
# constantes du circuit

L=0.1 # inductance en H

R crit = 20 * np.sqrt(10) # résistance en Ohm

C = le-4 # capacité en F

UO = -1 # charge initiale aux bornes du condensateur en V
# coefficient d'amortissement

alpha = -R crit / (2*L)

# temps
t = np.linspace(0, 0.1, 4000)

# courant en A en fonction du temps
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it=(-U0*1t /L) * np.exp(alpha * t)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 5))

ax.plot(t * 1000, i t * 1000, label='courant i(t) en mA')
ax.set title('Courant dans le circuit les 100 premieres ms')
ax.set xlabel('temps écoulé (ms)')

ax.set ylabel('courant (mA)")

ax.xaxis.set major_locator(ticker.MultiplelLocator(20))
ax.yaxis.set major locator(ticker.MultiplelLocator(0.5))
ax.set xlim(0, 100)

ax.grid(True, which='both', linestyle='--', linewidth=0.5)
ax.legend()

plt.show()

Les captures d’écran suivantes montrent que 1’expression obtenue précédemment correspond bien a la simulation :

30.885 pA

Courbe de l'intensité obtenue avec l'interface en ligne du simulateur « Falstad Circuit Simulator ».

Courant dans le circuit les 100 premiéres ms

—— courant i(t) en mA

el =l l el

courant (mA)

TR N N TN TN NN NN TR NN NN TN TN TN T RN TN TN [N N TN TN SN SO T T |

COOHRENNWWARINUOONNOOWLWLOOHEN
VouwouwouvnouvouwoOUvouwoUVouwowmwounowo

20 40 60 80 100
temps écoulé (ms)

o

Courbe de I'intensité obtenue avec I'interface de Jupyter et I'expression précédente.
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7) On apar exemple :
Rerit =20vV10<20vV16=20x4 =80
Donc on réitere I'étude précédente avec la nouvelle valeur R de R suivante :

Dans ce cas, '’équation caractéristique admet les deux racines réelles disctinctes suivantes :

~E-VA | Ry 1 |RC-4L -+ VA Ry 1 |R¥C-aL
2x1 | 2L 2L C 2x1 | 2L 2L C

D’apres la section « Déterminer I'’ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 a coeffi-
cients réels constants » du document « Exercices avec cours intégré sur les équations différentielles », on a:

Ry 1 ./R:C-4L

n=-s-32L C

i(H)=Cre"t + Cre™" avec C1,Cr €R ol on a noté R, 1. /Rc-aL
r2=-3r%2L C
Ry =80

On détermine une expression de la dérivée de I'intensité :
i (= rlclem + r2C2er2t
Avec les conditions initiales, on obtient :

i(0)=0

./ _1

i'0)=1
C16r1X0+C2€r2xO=0
r1C1e’1X0+r2CZe’2XO=%

Ci+C,=0
r101+r2C2:%
C=-C
Ci(n-r)=1
Co=-C;

Cl(rl_rz):%

_ 1
G = (n-r)L

C2= Gt
Donc:
r=—Rs_ 1 JECAL
j ! (e2f —enf) U té P R2CC4L
i()y=——(e?*" —e¢e ou on a noté _ R 1 —
(r—r)L rn=-3+tx\V =7
R, =80
_ —Rs
ot a=3r
=—(eﬁt—e_ﬁt) olionanoté { g=.L RiC-4L
2BL 2L C
Ry =80
_ R
1 =
= —sh(Bt)e** ol on a noté _ 1 /RC-aL
BL (p1) B=3V =%
Ry =80
__Rs
1 a= 2L
i(t)= —sh(pBt)e*! ol on a noté _ 1. /RCAL
() BL (‘B) ﬁ_zL T
R, =80

Via le code Python suivant, on trace la courbe de I'intensité avec |'expression obtenue précédemment afin de vérifier qu’elle
correspond bien a celle obtenue par le simulateur :
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

stantes du circuit

.1 # inductance en H

80 # résistance en Ohm
le-4 # capacité en F
# calcul des racines r 1 et r 2

rl=-Rs/ (2*L)-(1L/(2*L)) *np.sqrt((Rs**2 * C -4 *1L) /()
r2=-Rs/ (2*1L)+(1L/ (2*L))*np.sqrt((Rs**2 *C -4 *1L) / C)
# Temps

t = np.linspace(0, 0.1, 1000) # Plus de points pour une meilleure résolution

# Courant en fonction du temps
it=(1/(((r2-r1) L)) * (np.exp(r 2 * t) - np.exp(r 1 * t))

# Tracé du courant

plt.figure(figsize=(10, 5))

plt.plot(t * 1000, i t, label='i(t)")

plt.title('Courant dans le circuit RLC les premieres 100 ms')
plt.xlabel('temps écoulé (ms)')

plt.ylabel('courant (A)"')

plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()

Les captures d’écran suivantes montrent que I’expression obtenue précédemment correspond bien a la simulation :

219.504 pA

Courbe de I'intensité obtenue avec I'interface en ligne du simulateur « Falstad Circuit Simulator ».
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courant (A)

Courant dans le circuit RLC les premiéres 100 ms

0.010

0.008 +

0.006

0.004 +

0.002

0.000 -

— i(t)

20 40 60 80
temps écoulé (ms)

Courbe de I'intensité obtenue avec I'interface de Jupyter et I'expression précédente.

T
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4 Oscillateur harmonique amorti et forcé : Circuit RLC en parallele avec générateur
délivrant un courant continu (section 7.3.1 du cours)

4.1 Enoncé

On considere le circuit électrique représenté dans la capture d’écran suivante.

100mH

vav .
I i_L(t)
55.916 mA
100 1mF

¢ Labobine est d'inductance L =100 mH,

e Larésistance R est de 100 Q,

e Le condensateur est de capacité C =1 mF.

o Latension aux bornes du générateur est constante égale a5 V.

o Alinstant t = 0, la tension aux bornes du condensateur est nulle.

On note i(f) le courant qui traverse le générateur et iy (¢) le courant qui traverse la bobine. On souhaite déterminer une
expression iy, (t) du courant en amperes qui traverse la bobine.

1) Démontrer que:
ir(0)=0
2) Démontrer que :
i;(0)=0
3) Démontrer que iy est solution de I'équation différentielle suivante d’'inconnue y :
RICY'+Ly +Ry=5

4) En déduire une expression de iy, (t) en fonctionde R, L, C et t.
5) Vérifier I'expression trouvée en utilisant le simulateur en ligne comme dans I'exercice de la section précédente.
Depuis le site du cours al'url https://caltuli.online, on peut récupérer le fichier de configuration de ce circuit
via le lien étiquetté « fichier de configuration d'un oscillateur amorti et forcé avec un forcage constant ».
4.2 Correction

1) D’aprés1’énoncé, ona:

uc (0) =0 (ennotant uc (¢) la tension en V aux bornes du condensateur a I'instant )
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2)

3)

Donc, comme un condensateur non chargé se comporte comme un court-circuit et que la bobine est montée en paral-
lele par rapport au condensateur, on a:

ir(0)=0
Ona:
ur (1) = Lig ()

Donc:

ur (0) = Li'L 0)

0=_Li; (0) (d’apreslaquestion précédente)

i;(0)=0 (car L#0)

On va déterminer deux expressions de i (f) en fonction de iy ().

D’apres la loi des mailles, on a:

ug(t)=ug(t)+ur(t) (ennotant ug(¢)latensionen V aux bornes du générateur (en convention généra-
teur) et ug (¢) celle aux bornes de la résistance a I'instant )

5=Ri (1) +Li; (1)

On obtient une premiere expression de i () en fonction de iy (¢) :

. 1 y
in=- (5-Lij (n)

D’apres la loi des nceuds, on obtient :
i(t)y=ir(r)+ic(t) (ennotant ic (¢) 'intensité en A qui traverse le condensateur)

Pour obtenir une deuxiéme expression de i () en fonction de i (¢), on cherche alors d’abord une expression de i¢ (t) en
fonction de iy (7).
Pour ce faire, on applique la loi des mailles dans la maille LC :

uc (t)=ur () (ennotant uy (t) la tension aux bornes de la bobine a I'instant ¢)
On obtient :
1 t
Li; (t) = uc (0)+—f ic(s)ds
CJo

N 1 .
Lif (1) = 5ic (D)

On obtient bien ainsi une expression de ic (¢) en fonction de i (f) :

ic (t) = LCiy (1)

En remplacant cette expression de ic (f) dans I'application de la loi des nceuds, on obtient une deuxieme expression de
i (1) en fonction de iy (1) :

i =i+ ICi{ (0]

En écrivant I'égalité entre les deux expressions de i (f) en fonction de iy (t) déterminées précédemment, on obtient une
relation différentielle concernant I'intensité du courant dans la bobine :

i (1) +LCij () = % (5-Lij (1)

Rig () + RLCij (t) =5— Li} (1)
RLCi] (t)+ Liy () + Ri (1) =5

En définitive, i} est bien solution de I’équation différentielle suivante d'inconnue y :

RICY'+Ly +Ry=5
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4) On résout 'équation différentielle obtenue 2 la question précédente en utilisant la section « Equations différentielles
linaires d’ordre 2 a coefficients réels constants » du document « Exercices avec cours intégré sur les équations différen-
tielles ».

¢ Premiere étape : On résout 'équation homogene associée
L'équation homogene associée est :

RICY'+Ly +Ry=0
Son équation caractéristique est I’équation suivante d’inconnue x :
RLCX*+Lx+R=0
On calcule son discrimant A :

A=I?-4R’LC
=(1071%-4(10%)*107"1073
=107%-4
<0

Le discriminant A du trindbme RLCx? + Lx + R est strictement négatif donc les solutions de I’équation caractéris-
tique sont deux nombres complexes conjugués que I'on calcule maintenant :

“L-iVA 1 1
N e i VaRIC- 12

2RLC 2RC 2RIC
1 . |AR2LC - 172
=- —i
2RC 4R?12C?

1 1 ( 1 )2
= —_—l —_—— PR—
2RC Lc \2rC

-L+iv-A | 1 1 (1)2
2RILC | 2RC LC

On note a + iw ces deux racines. Autrement dit, on note :

Les solutions de I’équation homogene associée sont donc de forme générale :

yu (1) = Ae* cos (w1 + ¢) avec Az 0et¢e [0;27] ol on a noté {

¢ Deuxiéme étape : On détermine une solution particuliere de 'équation (avec le second membre!)
Le second membre de I'équation est :

5="5.e"%t

=P(t)e! ennotant P la fonction polynomiale constante égalea5et 1 =0

Comme A = 0 n’est pas une solution de I’équation caractéristique, alors d’aprés la section « Déterminer une solution
particuliere d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients réels constants quand le second membre
est de la forme P () e} avec P () une fonction polynomiale et A € C» du document « Exercices avec cours intégré
sur les équations différentielles », on cherche une solution particuliére y, sous la forme :

yp (D)= Q(t).eo” avec Q une fonction polynomiale de méme degré que P (f) = 5, c’est-a-dire une
constante qu’'on note K
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Autrement dit, on cherche tout simplement une solution particuliére constante :
¥p (£) =K avec K une constante réelle
Pour ce faire, on raisonne par équivalence :

¥p est solution de RLCy" + Ly’ + Ry =5 d'inconnue y <= RLCy, + Ly, + Ry, =5
< RLC(K)"+L(K)+RK=5

<= RLCx0+Lx0+RK=5 (car la dérivée d'une fonc-
tion constante (ici t — K)
est nulle)

<= RK=5

— K=

= | o

En définitive :

5
yp (1) = T estune solution particuliere de I'équation RLCy” + Ly’ + Ry = 5 d’inconnue y.

o Troisieme étape : On écrit 'expression générale des solutions de 'équation (avec second membre!)
Les solutions de I'équation (avec le second membre!) sont donc de forme générale :

1
5 =1
y(t):E+Ae“tcos(wt+¢) avec A=0et¢e [0;27] oﬂonanoté{ ZIiC 2
0=/ 1¢ ~ (zr¢)
Ainsi, comme i () est une solution de cette équation, on a:
=__1
. . 5 at . . ) *="32rC
Il existe A= 0 et ¢ € [0;27] tels que i (D)= 5 +Ae cos(wt+¢) oll on a noté N 2
=/ 1¢ = (2c)

Il reste donc a déterminer 'amplitude A et la phase initiale ¢» du terme homogene de cette expression de iy, ().
Pour ce faire,on a:

i () = 2 + Ae% cos (wt + ¢)
ir(0)=0
i (0)=0

On détermine une expression de i; (1) :
il (1) = aAe™ cos(wr+¢p) —wAe* sin(wr + )
Donc:

{ ir(0)=0
i 0)=0
2+ Ae"Ocos(wx0+¢) =0
aAe®cos(w x 0+ ¢) —wAeOsin(w x 0+¢p) =0
2+ Acos(¢) =0
aAcos(p) —wAsin(¢p) =0
On déduit tan (¢) de la deuxieme ligne :

aAcos(¢) - wAsin(¢) =0
aAcos(¢) = wAsin (¢)
)

acos(¢) =wsin(¢p) (car A+# 0sinon on aurait — = 0 avec la premiére ligne)
a sin(¢)
w  cos(¢)

tan(¢) =
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On sait déja que ¢ € [0; 27][.
On localise ¢ plus précisément en déterminant le signe de son cosinus et le signe de son sinus :

2+ Acos(¢) =0
{ aAcos(p) —wAsin(¢p) =0

{ cos(¢p) = -5 <0
sin(¢) = %cos((p) >0 (cara = —ﬁ <0)

s

Donc:

o<l Z

On détermine maintenant ¢ en utilisant la fonction arctan.

[ [ N
La fonction arctan est la fonction qui, a un nombre réel x, associe la mesure d’angle 6 qlll appal‘tlent a
’s T, T
l lntel‘Vﬂlle ] - E; E [ telle que tan (0) = x.

Dong, par exemple arctan (tan (¢)) n'est pas égal a ¢ puisque ¢ n'appartient pas a |-7; 7.
Cependant, comme ¢ — 7 appartient a |-Z; 7 [, on a bien:

¢ —n = arctan (tan (¢ — 7))
Et comme tan est r-périodique (i.e. tan (8 + ) =tan (f)), ona:

¢ —n = arctan (tan (¢))
¢ = 7 +arctan (tan (¢))

Donc:
o —__1
N L 2RC
¢ =m+arctan | — ol on a noté { 5
o) o=/ 1= (ae)
On en déduit A :
—+Acos(¢) =0
5 1
A=-=
R cos(¢)
a5 1
R (—cos(¢))
a2 1 (car cos (¢p) < 0)
R |cos(¢)|
1
A:E (car \/x_=|x| et non x)
R\Jeos? ()
P 1
" R\/ cos?(¢)
5
= — 2 i ! = —— = 2
A I 1+tan?(¢) (Ne pasoublier que tan’ (x) o 1 +tan” (x) |)
2
A= 2 1+ (ﬁ)
R w
2
A= > 1+ (ﬁ)
R w
En définitive, on obtient bien une expression de i () en fonctionde R, L, Cet t:
ir (1) > + > 1+(a)ze’”cos(wt+n+arctan(a)) ollion a noté { :_ﬁ
Lf)==+— — — 2
R R w w 0 =1/1¢ ~ (zzc)
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Cette expression peut se réécrire sans notation intermédiaire comme suit :

i(t)—5+
Y7 R

5
R

1+

1

/1 1
2RC\/ 16 - 4R2CZ

2

-1 1 1
erclcos(\/ — - ——. t+(n—arctan(
LC 4R2C?

20RC

)

Ou bien, ce qui est préférable, avec davantage de notations intermédiaires comme suit :

i (1) =yp () + Ae“ cos (w1 + ¢)

yp(O=%
_ 1
®="3rc
‘ 6! w=\/&-(7)
oli on a noté =\ 1c ~ (5re

8) Viale code suivant, on trace la courbe de la fonction i; déterminée précédemment :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

O > H*

Constantes du circuit

100 # résistance en ohms
0.1 # inductance en H
0.001 # capacité en F

# coefficient d'amortissement
alpha = -1 / (2 * R * ()

# pulsation propre
omega = omega = np.sqrt(l / (L * C) - 1 / (2 * R * C)**2)

# amplitude
A= (5/R) *np.sqrt(l + (1 / (2 * omega * R * (C))**2)

# phase initiale

phi

= np.pi - np.arctan(l / (2 * omega * R * ())

# temps
np.linspace(0, 0.3, 1500)

t =

# solution particuliére constante

yp =

5/R

# courant en A en fonction du temps
ilL=yp+ A* np.exp(alpha * t) * np.cos(omega * t + phi)

# Plotting
figure(figsize=(12, 6))

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

plot(t, i L,

lb_l)

# blue line

title('Courant dans la bobine les 3 premiers dixiemes de seconde')
xlabel('temps écoulé (s)')
ylabel("courant dans la bobine (A)")
xticks(np.arange(0, 0.31, 0.02))

grid(True)
show()
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Courant dans la bobine les 3 premiers dixiémes de seconde

0.08 -

0.06 A

0.04 1

courant dans la bobine (A)

0.02 |

0.00 4

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 0.22 0.24 0.26 0.28 0.30
temps écoulé (s)

Courbe de l'intensité du courant traversant la bobine obtenue avec l'interface de Jupyter et 1'expression précédente.

On obtient bien la méme courbe que celle tracée par le simulateur en ligne :

100mH

i_L(t)

55.916 mA

Courbe de l'intensité obtenue avec l'interface en ligne du simulateur « Falstad Circuit Simulator ».
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5 Oscillateur harmonique amorti et forcé : Circuit RLC en parallele avec générateur dé-
livrant un courant alternatif (section 7.3.2 du cours)

5.1 Enoncé

On considere le circuit électrique représenté dans la capture d’écran suivante.

100mH

-46.446 mA

La bobine est d’'inductance L =100 mH,

Larésistance R est de 100 Q,

L]

Le condensateur est de capacité C = 1 mF.

La tension en Volts aux bornes du générateur a I'instant ¢ est donnée par |'expression suivante :
g () =5cos(1007m¢)

o Alinstant £ = 0, la tension aux bornes du condensateur est nulle.

On note i (¢) le courant qui traverse le générateur et iy (¢) le courant qui traverse la bobine. On souhaite déterminer une expression
iz, (t) du courant en amperes qui traverse la bobine.

1) Déterminer une expression de iy (f) en fonctionde R, L, C et ¢.

2) Vérifier 'expression trouvée en utilisant le simulateur en ligne comme dans I'exercice de la section précédente.
Depuis le site du cours a I'url https://caltuli.online, on peut récupérer le fichier de configuration de ce circuit via
le lien étiquetté «fichier de configuration d’'un oscillateur amorti et forcé avec un forcage cosinusoidal ».

5.2 Correction

1) Comme dans I’exercice de la section « Avec un forcage constant : Avec un générateur délivrant un courant continu », on obtient
que iy, est une solution de I'équation différentielle suivante d’inconnue y :

RICY () + Ly () +Ry () =g (D) ol g (¢) est I'intensité en A du courant délivré par le générateur

Comme on a

R=100
L=0,1
C=0,001

g (1) =5cos (1007 1)
I'équation précédente est équivalente aux suivantes :

RICY" ()+Ly () +Ry (1) = g (1)
0,01y" (1) +0,1y' (1) + 100y (£) = g (£) = 5cos (1007 1)
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y" (6)+ 10y (1) +10*y () = g (£) = 500 cos (1007 1)

y" (1) + 10y (1) + 10*y (£) = 500 cos (1007 £)

Comme cette équation a le méme membre de gauche que celle de 'exercice de la section « Avec un forcage constant : Avec
un générateur délivrant un courant continu », les solutions de I'équation homogéne associée sont encore de forme générale

suivante :
a=—L
yu (1) = Ae*' cos (vt + @) avec A= 0et e [0;27] ol on a noté { Zlic 2
=1/ 1¢ = (zxc)
Avec 'application numérique précédente, on obtient :
olome)
w=\—-|—
1 LC \2RC
2RC 3 1 1 2
:_m V10 Tx103 " \2x102x103
X X -
10 =v10000-25
2 =v9975
=° =v/25x399
=5v399
w=5v399
a=-5
Ainsi, les solutions de I'’équation homogeéne admettent la forme générale suivante :
yH(t):Ae_stcos(S\/BSQ. t+(,b) avec A=0et e [0;27]

On cherche maintenant une solution particuliere de 1'équation y” (£)+10y' (£)+ 10% ¥ (t) =500cos (1007 ¢) de la forme suivante :
¥p (£) = Cycos (1007 1) + C sin (1007 £) avec C; et C, deux constantes réelles

En effet, on peut trouver une solution particuliére de cette forme car :

« Le membre de droite est 500 cos (1007¢) = Ze (500e'007:1).
e 1007i n’est pas une solution de I'équation caractéristique x* + 10x + 10* = 0.
e Cycos(1007t) + C8in (10071) = Ze ((Cy — iCy) (cos (1007 t) + i sin (1007 1)) = Ze ((Cy — iCy) 10071)

Il s’agit donc de déterminer deux réels C et C; tels que yj est solution de I'équation.
On détermine d’abord une expression de y), (1) etde y}, (1) :

¥p (£) = C1 cos (1007 t) + Cy sin (1007 7)
¥, (1) = =10*7Cy sin (1007 1) + 10°7C, cos (1007 )
yp (1) ==10*7°C; cos (1007 1) — 10*7° Cy sin (1007 1)

Ainsi :
¥p solution de I'équation < yz (H+ 10y;7 O+ 104yp (1) =500cos (1007 1)
= (~10*7%C; cos (1007rt) — 10* 7% C; sin (1007 1))
+10(=10*7C sin (1007 1) + 10°7C, cos (1007 1))
+10* (Cy1cos (1007 t) + Cosin (1007 1))
=500cos (1007 ¢)
= (-10*7°C; +10*7C, +10*Cy ) cos (1007 1)
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+(-10*72C, - 10*7Cy +10*C2) sin (1007 1)
=500cos (1007 ¢)

-10*7%2C, +1037C, + 104 C = 500
-10*7%C, - 1037C, +10*C, =
—10371C1+1O4(1 m?)C =0
10* (1-72) Cy +1037C, = 500
-10°7Cy +10* (1-7%) C, =0
(10372 +10° (1-72)?) C, = 5007 via Ly — Ly +10(1-n2) Ly

-1037Cy +10* (1-7%) C, =0
5007

|

|

On va appliquer la méthode du pivot de Gauss.

|

|

C2= 10372+105(1-72)°
-1037Cy +10* (1-7%) C, =0
51

|

T 10m2+103(1-72)?

104(1-72)Cy
Ci= 10
1072+103(1-n2)°
10%(1-n?) 51
{ 1037 1072+103(1-72)°
51
10724103 (1-n2)?
— JYp

5
Ci=10(1-°) 1072 +103(1-72)°

|

C =

C =

|

C =

|

5

1072+103(1-n2)°

5 2 .

(1= 5 (10(1=7%) cos (1007 £) + 7 sin (1007 1) )
1072 + 103 (1 - 72)

G =

La fonction y, suivante est donc une solution particuliere de I'équation :

5 2 .
Vp ()= 10(1—7")cos (1007 t) + 7 sin (1007 £)
P 1on2 +103 (1 - 72)? (o{t=r3 )

Donc il existe A € R* et ¢ € [0;27[ tels que :

i (1) = Ae™" cos (WL + ) + yp (1) t '{wzs -
i (1) =Ae “"cos|\wt+))+yp(t ou on a note — 5 _ g2 ;
Vp (1) 10 (L) (10(1 - 7*) cos (1007 t) + 7 sin (1007 1))

Pour achever la détermination de iy, il s’agit donc de déterminer A € R* et ¢ € [0;27].
Pour ce faire, on procéde comme d’habitude en déterminant une expression de i; (¢) puis on exploite les conditions initiales

qui sont les mémes que celles de I'exercice de la section « Avec un forcage constant : Avec un générateur délivrant un courant
continu » :

5
1072 +103 (1 - 72)°

ir ()= —5Ae™> cos (wt +¢) — Awe > sin (wt + ) + (-10*7 (1 - %) sin (1007 1) + 10%7% cos (1007 1))

iL(0) =
it (0) =

Acos(¢) + FOIEE (51(::)22)+n2 =0
~5Ac0s () — Awsin () + ——0

102(1-72)°+72

Acos(¢p) = - 50-°)

102(1-72)* +72

~5Aco0s () — Awsin () + ——

102(1-n2) 472

5(1-n2)
Acos(¢p) = ————5—
(9) 102(1-72)* +2
25(1-7?) - 5072
—————'— — Awsin(¢p) + —>2L5— =
1202 ege S (9) 102(1=72)*+72 0
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5(1-72)
102(1-72)° + 72

: _ 25 1+7°
Asin(¢) = G 102(1-72)* +72

Acos(¢) = -

1 m%+1

tan (¢) = Vs -1

Comme cos (¢) >0 etsin(¢) >0,ona¢e |-F; 5[ etdonc:

Etla détermination de A en découle :

En définitive :

1 n2+1)
V399 712 -1

o= arctan(

_ -5(1-77) 1

102 (1-72)% + 72 cos ()

. -5(1-77)

102 (1-n2)? + 72 || cos? ()
-5(1-7?%)

102 (1-n2)* + 72
5(n*-1) 1 (7m2+1)

102 (1-n2) 42 1+ ( )

(car cos(¢p) >0

1 + tan? (¢)

A

5(n%-1) 1 (m2+1)°
R Eay
102 (1 - 72)" + n?

ir (1) = Ae®' cos(wt+ ) + y, (1)

sy
T 102(1-n2
¢= arctan(

72+l

)2 +2
_1
V399 m2-1

ol on a noté <
a=-5

w =5v399

J/p(t) =

5 e -
lmhmﬂkﬁfuou 7?) cos (1007 1) + 7w sin (1007 1))

2) On utilise le code Python suivant pour tracer la courbe de iy, :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

pi = np.pi

# Constantes du circuit

R = 100 # résistance en ohms
L=0.1 # inductance en H
C=0.001 # capacité en F

# coefficient d'amortissement
alpha = -5

# pulsation propre
omega = 5 * np.sqrt(399)

35/37




CORRECTION DES EXERCICES SUR LES OSCILLATEURS HARMONIQUES QUI ONT POSE PROBLEME

# amplitude
A= ((5* (pi**2 - 1)) / ((10%*2 * (1 - pi**2)**2 + pi**2))) * np.sqrt(
1+ (1 / 399) * ((pi**2+1) / (pi**2-1))**2)

# phase initiale
phi =np.arctan(
(1 / np.sqrt(399)) * ((pi**2+1) / (pi**2-1)))

# temps
t = np.linspace(0, 0.17, num=500)

# solution particuliere
denom = 1000 * (1 - pi**2)**2 + 100 * pi**2
yp = (5 / denom) * (
10 * (1 - pi**2) * np.cos(lO0 * pi * t)
+ pi * np.sin(100 * pi * t))

# courant en A en fonction du temps
iL=A*np.exp(-5* t) * np.cos(omega * t + phi) + yp

# tracer

plt.figure(figsize=(10, 5))

plt.plot(t, i L, label='i L(t)")

plt.title('Courant dans la bobine les 17 premiers centiémes de seconde')
plt.xlabel('temps écoulé (s)')

plt.ylabel('courant dans la bobine (A)")

plt.xticks(np.arange(0, 0.18, 0.02))

plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()

Courant dans la bobine les 17 premiers centiemes de seconde

— L)
0.0075 A

0.0050 A

0.0025 A

0.0000 ~

—0.0025 A

courant dans la bobine (A)

—0.0050 A

—0.0075 +

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16
temps écoulé (s)

Courbe de I'intensité obtenue avec I'interface de Jupyter et I'expression précédente.

I s’agit bien de la méme courbe que celle obtenue avec le simulateur en ligne :
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CORRECTION DES EXERCICES SUR LES OSCILLATEURS HARMONIQUES QUI ONT POSE PROBLEME

100mH
= w

v LD

-46.446 mA

Courbe de I'intensité obtenue avec I'interface en ligne du simulateur « Falstad Circuit Simulator »
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