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1 Unexemple tres simple de voyage aller-retour entre le monde de I'analyse et le monde

1.1 Enoncé

de I'algebre pour résoudre un probléme de Cauchy (section 2.2 question 1) du cours)

Dans cet exercice, on illustre I'abstraction de la section précédente (la section 2.1) avec un exemple trés concret consistant en la
résolution du probléme de Cauchy suivant :

{ Y @) +2y() =é'
y0)=1

Supposons que I'on ait réussi a construire une navette £ qui vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) Pour a,beC et pour g1, g2 deux fonctions, ona:

(ii) PourtoutaeC,ona:

[£(a.g1()+Db.g®)](p)

(iii) Pour toute fonction dérivable g, ona:

[£(&'®)](pr) =

px[&L

(g®)](p)-g©

On note f une solution de ce probleme de Cauchy.
Onadonc:

a)
b)

)

d)

e)

)

b)

{ fr+2f@=e’
fo=1

En utilisant la propriété (ii), calculer [£ (e')] (p).

En utilisant les propriétés (i) et (iii), démontrer que :

[

Déduire des deux questions précédentes que :

(2 (r )] (p) =

(F'@+2f@)](p)=(p+2) x

(»

Décomposer la fraction rationnelle m en éléments simples.

En utilisant la propriété (ii), déterminer une fonction g telle que :

%

=a. [Z(g1@)](p)+D. [£ (s )](p)

(La dérivation devient des opérations algébriques!)

[ (f ®)](p)-

p

-1)(p+2)

(g0)] ()= ——

p+2

En utilisant la propriété (i), déduire des trois questions précédentes et de la question a) que :

Vérifier que la fonction % e +5

Correction

2 —2t

[ (f ®)](p) =

En appliquant la propriété (ii) pour a = 1, on obtient :

[

(ffo+2f)](p) =

[2(F' )l (p)+2. [£(F @®)](p)

2

2(%e”+ 59_2[)] (p)

est la solution du probleme de Cauchy.

(en appliquant la propriété (i) avec g1 = f, g2 = f,a=1,b=2)

=px[L(f®)](p)-fO+2.[£L(f(®)](p) (enappliquantla propriété (ii) avec g = f)
=px[Z(f0)](p)-1+2. [ (f@)]p) (carfO=1
=(p+2)x[Z(fW)](p) -

2/14
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)

f " +2 f= e!  (Ces deux fonctions sont égales.)

(L (fm+2f@))](p)=1ZL(e)(p)

‘ -

[£(Fo+2f@)l(p)=——  viaa)
(p+2)x [2(f0)](p)-1= 5= Giab)
(p+2) <[ (F0)](p) = 5 41
(p+2) < [2(F )] (p)= 525 + 2=
(p+2)x [£(F )] ()=
_ p
[g(f(t))] (p) - (p—l) (p+2)
Z p
P IPre)
& P
-~ (p-1)(p+2)

d) Avec la méthode du cache, on obtient :

(Donc leurs transformées de Laplace sont égales.)

(La transformation de Laplace transforme la solution recherchée en une

fraction rationnelle connue!)

(La transformation de Laplace transforme la solution recherchée en une
fraction rationnelle connue!)

(Lidée des questions suivantes est de trouver une fonction dont la trans-
formée de Laplace est cette fraction rationnelle puis de vérifier qu'une telle
fonction est effectivement la solution du probleme de Cauchy. C’est ce que
I'on a appelé dans la section précédente « prendre la navette en sens inverse
depuis la fraction rationnelle £ pour arriver directement 2 la destination
visée f, une solution de I'équation différentielle ».)

= +

(p-1(p+2) (p-1) (p

1 2
p 3 3
+

e) En appliquant la propriété (ii) pour a = —2, on obtient :

[ ()] (p) = ——

~ p+2  (La transformation de Laplace envoie la fonction ¢ — e~

2t gur la fonction

rationnelle p — ﬁ)

i)
p .
Z(fW)|(p)=——F——= (viac)
LN =G )2
1 2

__3 3 .

[ff(f(t))](p)—p_l+p+2 (via d))
1 1 2 1

[f(f(f))](l’)—g-ﬁﬂj-m

L2 .
2N p)=5 2 (2@ e

1 2 _ ...
[Z(f0)](p)=35 - [Z(NP)+3 - [£(e*)](p)  iaiD aveca=1)
1 2
[Z(f®)](p) = [3’(5 el e‘”)] (p) (ia()avecg (nN=e', g (=€ a=3b=%)
/ ot
g) On vérifie que la solution du probléme de Cauchy{ i(g)):lZy(t)—e estf()=3.e'+5. e
Ennotantf(t):%.et+§.e‘2t,0na:
f’(t):%.e%(—z)xg.e*f
f’(t):%.e’—g.e_”
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ey,

W

f’(r)+2f(r)=%.ef—

3 3 3 3
:e[
1 0 2 —-2x0
O)==.e"+—-.¢
f(0) 3 3
1 2
==x1+=x1
3
=1

Y@ +2y@) =et

Donc f (1) = % . ' + 5 . e”%! est bien la solution du probléme de Cauchy { YO =1
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2 Utiliser la transformation de Laplace pour résoudre un probleme de Cauchy (section
3 question 3) du cours)

2.1 Enoncé

Résoudre le probleme de Cauchy suivant :
yO B +y@ () +y () +y(t) = tet
v ke [0;2], y¥ 0 =0
2.2 Correction

Soit f la solution.
Calculons d’abord séparément la transformée de Laplace du second membre de I'équation différentielle :

d (via la propriété de dérivation d'une
t
[ (ze)] (p) = dp (1] (p) transformée de Laplace)
__4 (;)
~ dp\p-1
_ 1
(p-1)°

Calculons maintenant séparément les transformées de Laplace des dérivées successives de f :

(£ (f' W) (p)=px[£(f®)](p)-fO

(£ (" @)](p)=p=[£(f ®)](p)- £ ©)
=px(px[L(f®)](p)-f©O)-f ©
=p*x[£(f0)](p)-pf © - (©)

(£ (" @) (p)=px[£(f"®)](p) - f"(©)
=px(p*x[L(f D) (p)-pf O~ ©)~f"©

)~

=p’ < [2L(f@0)](p)-P*fO-pf ©-f"©O

Comme f est solution de 'équation, on a:
fPO+fP0+f 0+ f)=te
On en déduit comme d’habitude une équation algébrique dont la transformée de Laplace de f est solution :

fOO+rP W+ @+ f)=rtet (Ces deux fonctions sont égales.)

(Donc leurs transformées de La-

3) (2) ! _ t
LD+ fP 0+ o)=L Np) Sl eales)

(via les calculs de la transformée de La-

P L0 () -1 fO-p. f O-FPO+p . [2(F0)](p)-p. FO-F O+p. [L(F0)](p)-f O+ [L(fD)](p) = — 5 Place des dérivées successives et du se-
(r-1) cond membre précédents)
(n3+p2+n+1)-[«Z’(f(n)][n)—(nzwﬂ)-f(0>—(ﬁ+1)~f’(0)—f”(0J=( 11)2
o
(p3+p2+p+l) 2 (fw)l(p)= (pj1)2 ia ¥ ke [0;21, y® 0)=0)
p _ 1
PR ( >)](p)—7(p_1)2
1
(2 (f )] (p) )

On décompose en éléments simples dans C (X) la fraction rationnelle

1 .
(p+1)(p+i)(p-i)(p-1)*

1 __a . b L . d L_e
(p+)(p+i)(p-i)(p-1)° P=1 (p-1)° P+l p+i p-i
a 1 1 1+i 1-i
= + 4 48 48 - + 8 - (via la méthode du cache)

p-1 (p—1)2 p+l p+i p-—i

¥ i 8 L = 1 1 1+ 1-i

=3 4 > 8 8,+ 8, (car’évaluationen0donnel=-a+—-+—-——i—— +i—)

p-1 (p-1) p+l p+i p-—i 4 8 8 8
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En utilisant cette décomposition, on recherche l'original de cette fraction rationnelle puisque celle-ci coincide avec la solution
recherchée f (d’apres la propriété d’injectivité de la transformation de Laplace) :

-3 1 1 1 1 1 1+ 1 1-i 1
[x(f(t))](p):?p—l-’-z(p—1)2+§p+]-+ 8 'p+i+ 8 p—l
(2= (L) + 5 120N ()5 - (2] () + - [2 ()] )+ - [2(e7)] (9
o i 1 d(-1) d t t
(on a réutilisé 'un calcul précédent : 1 = i (ﬁ) = T ([£ (] (p)) = [<£ (te")] (p)

_jrlzl—zﬂ—itl;iir)
[x(f(t))](p)—[f(g et et o et e e

(p) (par linéarité de la transformation de Laplace)

£ = -3 ‘ et+l ‘ tet+l ot 1+1 ity 1-i it (d’apres la Propriété d’'injectivité de la
8 4 8 8 8 transformation de Laplace)
-3 1 1 i

f= e el += . te'+ 3 cos(t) — gZisin(t) (via les formules d’Euler)

f(l‘)—_—3 et+l tet+l(cos(t)+sin(t))
S8 4 8

En définitive, la solution de ce probleme de Cauchy est la suivante :

f(t)—_—3 et+1 te”+l(cos(t)+sin(t))
S8 4 8
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3 Réponse d’'un circuit RC a une excitation constante (section 4.1 du cours)

3.1 Enoncé

On consideére le circuit électrique représenté dans la capture d’écran suivante :

« Latension aux bornes du générateur est constante égaleal V.
e Larésistance R est de 1000 Q,
+ Le condensateur est de capacité C =2 mF.

o Alinstant £ = 0, la tension aux bornes du condensateur est nulle.

On note:
e ¢(?) latension aux bornes du générateur a I'instant ¢,
e v (t)latension aux bornes du condensateur a I'instant ¢,

 E(p) la transformée de Laplace de e(1). Autrement dit :
E(p)=1£L®)](p)

 V(p) la transformée de Laplace de v (f). Autrement dit :
V(p)=1£wmi(p)

1) Calculer E (p), la transformée de Laplace de I'excitation causée par le générateur sur le circuit RC.

2) Démontrer que :
RCV ()+v(H)=e(t)

3) En déduire que la fonction de transfert est définie par la formule suivante :

1
T =
(p) 2p+1
4) En déduire que:
1
Vip)=——
(v) p(2p+1)

p(2p+
6) En déduire v (1), laréponse du systéme.

5) Décomposer la fraction rationnelle 0 1 7y en éléments simples.

7) En utilisant 'interface en ligne du simulateur « Falstad Circuit Simulator », vérifier les résultats obtenus avec une simulation :

3.2 Correction

1) On calcule E (p), la transformée de Laplace de I'excitation causée par le générateur sur le circuit RC :

E(p)=[Z(e®)](p)
=[£M](p)



https://www.falstad.com/circuit
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2)
e =ur(®)+v(1 (viala loi des Mailles)
=R.i(t)+v (1) (vialaloi d’Ohm)
=R-C-vV'(O)+v() (car la tension aux bornes d'un condensateur est proportionnelle a la
change accumulée et est inversement proportionnelle a la capacité)
Donc:
RCV ()+v(H)=e(t)

3)

[Z(RCV () +v )] (p) =1L (e](p) (en appliquant la transformation de Laplace a chaque
membre de I'égalité démontrée dans la question précé-
dente)

RC[ZL (V' )] (p)+[L w@)](p) =1L ()] (p) (en appliquant la linéarité de la transformation de La-
place)
RC(p-[£w )] (p)—vO0)+[L @] (p) =1L @) (p) ( (viala formule de la transformée de Laplace d’une dé-
rivée)
RCp[£L w )] (p)+ L )] (p) =1L )] (p) (car a I'instant ¢ = 0, la tension aux bornes du conden-
sateur est nulle)
RCpV (p)+V(p)=E(p) (V (p) est solution d’une équation algébrique!)
(RCp+1)-V(p)=E(p)
1
V(p)= -E
()= gcpe1 B
1
14 = -E
() =5, 7 EP)
Donc la fonction de transfert est la fonction T suivante :
1
T(p) =
(p) 2p+1
4)
V(p)= 5 E(p)
PI=5 p+1 P
1 1
= .—_ E = 1
2p+1 p (car £(p) 2
Donc:
1
V(p)=—
p(2p+1)

5) On décompose la fraction rationnelle m en éléments simples :
1 a b

——=—

p(2p+1) p 2p+1

(via le théoreme de décomposition en éléments simples)

1 b .

1
_ =4 carvialaméthodeducacheonaa= g@-—— =1
p(2p+1) p 2p+1 ( Wer+) )
e
On cache « p»
1 1 -2 .

_— (car viala méthode du cache on a b = o
p(2p+1) p 2p+1 p-

1

T =3

On cache «(2p+1)»

Donc:
11 2
p(2p+1) p 2p+1
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6) On va déduire v (#) de la décomposition en €léments simples de sa transformée de Laplace V (p) en utilisant la linéarité de la
transformation de Laplace et en déterminant I'original de chacun des éléments simples :

< ) (p) =V (p)

12
a p 2p+1
1 1
=ZWI(p)- ——r (via la formule du cours « [ £ (e*')] (p) = —— » pour a = 0)
p-(-3) p-a
1 1
=[£M1(p)- [2 (e_%)] (p) (via la formule du cours « [Z (e*")] (p) = g poura= -3
= [.f (1 - e_é)] (p) (via la linéarité de la transformation de Laplace)

Donc, via la propriété d’injectivité de la transformation de Laplace, on obtient :

v(t)=1-—e2

7) En utilisant I'interface en ligne du simulateur « Falstad Circuit Simulator », on constate que 1’on obtient bien la courbe de la
fonction 1 — e~ 2 en simulant ce circuit :
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4 Calcul des transformées de Laplace de fonctions causales non continues telles que
la fonction échelon unité de Heaviside et les fonctions a un créneau (section 4.3 du

cours)

4.1 Enoncé
1) Calculer [£Z (% ()] (p).

2) Tracer le graphe de la fonction créneau % (¢ — 1) — % (t — 2) et calculer sa transformée de Laplace.

4.2 Correction

1) C’est le méme calcul qu’'avec 'ancienne définition de la transformation de Laplace pour les fonctions définies et continues
sur R* et a croissance au plus exponentielle puisque la restriction de % a R* est continue :

+o0
[ff(@l(t))](p)zfo e P (1) dt

+00

=f e Plx1dt
0

e_pt +00

-p

0

1
p

2) On trace le graphe de la fonction créneau % (t —1) - % (t—2) :

COurbc Je 'al {0hcﬁm ZZ((‘J)—Z((/'—Z)
1,H .....

On calcule sa transformée de Laplace :

+00
[ff(%(t—l)—%(t—Z))](p):fo P (1) - (1—2)) di

2
:[ e Plds
1

e Pt?

P I
e_p — e_zp

- p
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5

5.1
D

2)

3)

4)

5)

5.2

Démontrer et utiliser les propriétés vérifiées par la transformation de Laplace sur
I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur R, nulles sur R™* et a croissance
au plus exponentielle (section 4.4 du cours)

Enoncé

Démontrer la propriété de translation de la transformation de Laplace :

Soit g une fonction a valeurs dans C, continue par morceaux sur R, nulle sur R™* et a
croissance au plus exponentielle.

Vi eRY, [L(gt—-1)](p)=e"P[£(g(®)](p) (savoir par cceur)

a) En prenant garde a I'’encadré précédent et en utilisant la propriété de translation de la transformation de Laplace, reco-
pier et compléter la recherche d’original suivante :

C e (20I(p)

=[Z(.)1(p)

b) Quel est le plus grand intervalle sur lequel cet original s’annule?
Retrouver la transformée de Laplace de la fonction créneau % (¢ — 1) — % (¢ — 2) en utilisant [£ (% (1)1 (p) = % et la propriété
de translation de la transformation de Laplace.

Soient a, t] et t, trois réels tels que #; < .
Utiliser la propriété de translation de la transformation de Laplace pour déterminer une fonction f continue par morceaux
sur R, nulle sur R™* et a croissance au plus exponentielle telle que :
e~ (2—1)p
Z(f¢ =
(o)) ==

Démontrer la formule de la transformée de Laplace d'une dérivée pour les fonctions continues par morceaux :

Soit g une fonction a valeurs dans C, continue par morceaux sur R, nulle sur R™*, a croissance au plus exponentielle,
dérivable en chaque point o elle est continue et dont la dérivée g’ est continue par morceaux et a croissance au plus
exponentielle.

(£ (g ®)](p)=px[ZL(g®)](p)-g(0") ennotantg(0")= tlimo g (a savoir par cceur)

t>0

Correction

1) On démontre la propriété de translation de la transformation de Laplace.

Soient #y € R* et g une fonction a valeurs dans C, continue par morceaux sur R, nulle sur R™* et & croissance au plus expo-
nentielle.
Ona:

+

(£ (gt~ 10)] (p) e Plg(t—to)dt

I
S—

I

e Pt g (5)ds (via le changement de variable s = ¢ — tp)
1]

(0.0}
e PET) g (5)ds (car g(s) =0V s€ [—1p;0[)

+00

e Phe Pig(s)ds

+o00
:ef’”"fo e PSg(s)ds

=e P [2(g)](p)

2) a)

-2p
E e @) (p)

=[L (% (t-2))] ( p) (via la propriété de translation de la transformation de Laplace)
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b) Le plus grand intervalle sur lequel I'original % (¢ — 2) de la fonction % s’annule est ] —o0; 2.
3) Onretrouve la transformée de Laplace de la fonction créneau % (1 — 1)—% (¢ — 2) en utilisant [£ (% (1)1 (p) = % etla propriété
de translation de la transformation de Laplace :
(L@« -1)-U-2)](p) =1L @« @t-1)](p)- L @« (-2)](p) (par linéarité de la transformation de Laplace)

=e PlL @) (p)- e 2P (L (U (D)) (p) (via la propriété de translation de la trans-
formation de Laplace)

et !
p p
efp — 872p
p

4) Soient a, 1 et 1, trois réels tels que #; < .
On détermine une fonction f continue par morceaux sur R, nulle sur R™* et a croissance au plus exponentielle telle que :

e~ (—t)p
2L(fm)](p)=t——
20 ()=
e~ (2—1)p _ plt-tp. ;
p-a p-a
=e 2P (2w )] (p-a)
=g (=P, (2 (e (1)] (p) (via la propriété d’amortissement de la transformation de Laplace)
=& (e”‘“tZHl)OZZ (t-t+n)](p) (via la propriété de translation de la transformation de Laplace)
Donc la fonction f (£) = e**=2+1) .9/ (t — t, + ;) convient : C’est un original de la fonction e_(;z:;l)p

5) On démontrer la formule de la transformée de Laplace d’'une dérivée pour les fonctions continues par morceaux :
Soit g une fonction a valeurs dans C, continue par morceaux sur R, nulle sur R™*, a croissance au plus exponentielle, dérivable
en chaque point ou elle est continue et dont la dérivée g’ est continue par morceaux et a croissance au plus exponentielle.

2@ O)p)=[ g war

+00
[eP'g (t)]goo + pj(; e Plg(t)dt (viaune intégration par parties)

+o0o
= lim e P'g(t)- lim e_ptg(t)+pf e Plg(tydt
t—+o00 t—0 0

t>0

+oo
0— lim e P* g+p f e Pt g(ndt (car g estune fonction a croissance plus exponentielle)
t—0 0

t>0

+o0 S . .
—0— lim g(0+p f ePlg(ndt (car g admet une limite a droite de 0 car elle est continue par
0

t—0 morceaux)
>0
=px[£(g®)](p)-g(0") ennotantg(0*)= }m(l) g
t>0
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6 Déterminer la réponse d’'un circuit RC a une excitation en créneau (section 4.5 du
cours)

6.1 Enoncé

Refaire I'exercice de la section 4.1 en excitant cette fois le circuit RC avec le créneau e (1) = % (t) — % (t — tp).

6.2 Correction
1) On calcule E (p), la transformée de Laplace de I'excitation causée par le générateur sur le circuit RC :
E(p) = 1£ (e (p)

=L@ (1) - (t— 1)) (p)
=L@« ) (p) - 1L @ (t- 1)1 (p)

1
=——e WP LU (1) (p) (via la propriété de translation de la transformation de Laplace)
= l _ e—lopl

p p

1—¢g lopP
Cp

Donc:
1—e hoP
E(p)=
()=

2) Comme dans la version précédente de cet exercice :

e =ur(®)+v(1 (viala loi des Mailles)
=R.i(H)+v(1) (vialaloi d’Ohm)
=R-C-vV'(O)+v() (car la tension aux bornes d'un condensateur est proportionnelle a la

charge accumulée et est inversement proportionnelle a la capacité)
Donc:

RCV (H+v(H)=e(D)

3) Comme dans la version précédente de cet exercice :

[Z(RCVY () +v )] (p) =1L (e](p) (en appliquant la transformation de Laplace a chaque
membre de I'égalité démontrée dans la question précé-
dente)

RC[Z (V' 0)](p)+ (L@@l (p)=1ZL (] (p) (en appliquant la linéarité de la transformation de La-
place)
RC(p- LW (p)—vO0)+[L @] (p) =1L @) (p) ( (viala formule de la transformée de Laplace d’une dé-
rivée)
RCp[ZL w )] (p)+[ZL ) (p) =1L )] (p) (car a I'instant ¢ = 0, la tension aux bornes du conden-
sateur est nulle)
RCpV (p)+V(p)=E(p (V (p) est solution d’une équation algébrique!)
(RCp+1)-V(p) =E(p)
1
V(p)=——E
()= gcps1 B
1
Vip)=o 7 El)

Donc la fonction de transfert est la fonction T suivante :

4)
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CORRECTION DES EXERCICES SUR LA TRANSFORMEE DE LAPLACE ET LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES QUI ONT POSE PROBLEME

1 1-eb? -
= L (CarE(p):ﬂ)
2p+1 p p

Donc:
1

V(P)=(1—9_t°p)'m

5) Comme dans la version précédente de cet exercice, on décompose la fraction rationnelle m en éléments simples :

1
p(2p+1)

b
2p+1

a

=—+ (via le théoreme de décomposition en éléments simples)
p

1 [

1 b 1
—_— =
p(2p+1) p 2p+1

(car viala méthode du cacheonaa =
| B2

I

On cache « p»

:]_)

p=0

1
p(2p+1)

-2
(car via la méthode du cache ona b = —s=lex

-2)

R
+

1

T p=-3

On cache « (2p+1)»

Donc:
112
p(2p+1) p 2p+1

6) On va déduire v (f) d'une expression de sa transformée de Laplace en utilisant la décomposition en éléments simples précé-
dente :

(£ @@l (p)=V(p)

=(1-e ") (L@ (p)- [2(6_%t%(t) ] p)) (via la propriété d’amortissement de la
transformation de Laplace)

1
:[L_(mﬂ-Uf«&um(ﬂ—Lf«wun%p+5n
( (
[ U (1) — e zloy (t))] (p) (par linéarité de la transformation de Laplace)
1
2

(t))] (p)- [2((1 - 87%“40))% (t— to))] (p) (via la propriété de translation de
la transformation de Laplace)

= [2 ((1 ATy (1) — (1 - e‘%(t‘m)) U (t - tg))] (p) (par linéarité de la transformation
de Laplace)

Donc, via la propriété d’injectivité de la transformation de Laplace, on obtient :

v(t) = (1 - e’%t)%(t) - (1 - e’%“*m))% (t—ty) pour tout ¢ différent de 0 et £,

14/14



	Un exemple très simple de voyage aller-retour entre le monde de l'analyse et le monde de l'algèbre pour résoudre un problème de Cauchy (section 2.2 question 1) du cours)
	Énoncé
	Correction

	Utiliser la transformation de Laplace pour résoudre un problème de Cauchy (section 3 question 3) du cours)
	Énoncé
	Correction

	Réponse d'un circuit RC à une excitation constante (section 4.1 du cours)
	Énoncé
	Correction

	Calcul des transformées de Laplace de fonctions causales non continues telles que la fonction échelon unité de Heaviside et les fonctions à un créneau (section 4.3 du cours)
	Énoncé
	Correction

	Démontrer et utiliser les propriétés vérifiées par la transformation de Laplace sur l'ensemble des fonctions continues par morceaux sur R, nulles sur R-* et à croissance au plus exponentielle (section 4.4 du cours)
	Énoncé
	Correction

	Déterminer la réponse d'un circuit RC à une excitation en créneau (section 4.5 du cours)
	Énoncé
	Correction


